Szemelvények a magyar matematika
elmilt 30 évének eredményeibdl

1. Bevezetés

A Magyar Tudoméanyos Akadémia 191. kozgytilése ugy dontott, hogy tamogatja
egy kiadvany megjelenését ,A magyar tudomanyos kutatas kiemelked6 eredményei a
rendszervaltastol napjainkig (1989-2019)” cimmel. (42/2019.(V.7.) szami kozgytilési
hatdrozat). E hatdrozatnak az MTA Matematikai Tudomanyok Osztélya az alabbi
Osszeallitassal tesz eleget.

Egy ilyen Osszefoglald, tudomanyos eredményeket attekinté anyag csakis esetleges
lehet, hiszen a felsorolt eredmények kivalasztasara lehetetlen objektiv kritériumokat
felallitani. Az, hogy egy eredmény ,kiemelked6” vagy ,fontos”, az szubjektiv megitélés
kérdése is. Sokszor még 30 év sem ad elég tavlatot ahhoz, hogy egy eredmény valédi
jelentéségét megallapithassuk. Gondoljunk a kipszeletek elméletére, amelyet i. e. 200
koril dolgozott ki Apolléniosz, de csak a XVII. szazadban, Kepler munkassdga nyoman
deriilt ki, hogy ez az elmélet tobb egy geometriai kuriozumnal, és hogy az ismerete el-
engedhetetlen a csillagaszatban. Euler mar a XVIII. szazadban foglalkozott grafokkal
(a konigsbergi hidak probléméja kapcsdn), de csak a XX. szédzadban deriilt ki, hogy
a grafelmélet joval tobb, mint szérakoztato fejtorok gylijteménye. A matematikai ku-
tatasok alapozd jellegiiek, a sajat belso logikajukat kovetve haladnak. Nélkiilozhetetlen
eszkozoket, modszereket biztositanak az emberi megismerés mas tertiletei szamara.

A matematika a magyar tudoméanyossag egyik legsikeresebb és nemzetkozileg egyik
legjobban bedgyazott dga. Ezt az elismertséget a Norvég Akadémia altal odaitélt Abel-
dijak (a Nobel-dij legkozelebbi matematikai megfel6je) egyértelmiien bizonyitjak, 2012-
ben Szemerédi Endre, 2021-ben Lovasz Laszlo kapott Abel-dijat.

Természetesen nem varhatjuk, hogy az alabbi 6sszedllitas tartalmazzon minden fon-
tosabb eredményt. Ennek a terjedelmi korlat is akadalya. Reméljiikk ugyanakkor, hogy a
8 fejezet tartalmas képet ad az elmult 30 év magyar matematikajanak gazdag termésérdl.

2. Algebra

Az absztrakt algebra szamos teriiletén értek el nagy jelentoségii eredményeket a
magyar kutatok. Kiirschdk Joézsefnek (1864-1933) az értékeléselméletet megalapozo,
1913-ban megjelent dolgozatara még ma is gyakran hivatkoznak a nemzetkozi szakiro-
dalomban. Azonban az algebrai kutatasok csak az 1940-es évek végétol bontakoztak ki
hazankban. Rédei Laszl6 (1900-1980) sokoldali munkassiga a szdmelmélet teriiletén
indult, kés6bb a csoportok, a gytiriik, a félcsoportok és a polinomok elméletében teljese-
dett ki gazdag életmiive. A fiatalon elhunyt Szele Tibor (1918-1955) és a kés6bb Ame-
rikdba emigralt Fuchs Laszl6 (1924-) kutatasai az 1950-es években az Abel-csoportok
elméletének vilagszerte legjelentésebb centrumava tették Magyarorszagot. Tanitvanyaik
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alapoztdk meg azokat a sokrétli vizsgalatokat, amelyeknek gytimolcsei az alabbiakban
targyalt kiemelkedd algebrai eredmények az 1990-2020 id6szakbol.

Neumann Janos az operatoralgebrakat ot tipusbdl épitette fel. Ezek kozil az egyik
tipusra Cuntz konstrudlt el6szor példakat, és azota ezeknek az in. Cuntz-algebraknak
a vizsgalata domindlja az operatoralgebrai kutatasokat. Mivel az O, Cuntz-algebrak
és a komplex szamtest feletti (1,n)-tipusu Leavitt-algebrék ugyanazokkal a relaciokkal
vannak definidlva, azért az elébbiek épp az utébbiak teljes burkai. A gytiriik (algebrak)
struktirdja azonban szegényebb a C*-algebrakéndl, ezért nem volt vildgos, hogy Leavitt
eredményei jelentenek-e valamit a C*-algebrdk szamadra, és ha igen, akkor mit. Ezt
a kérdést Pham Ngoc Anh vetette fel 2002-ben, és késébb mindenki meglepetésére
tarszerzoivel frappans vélaszt adott rd. Abrams, Anh és Pardo [3] bebizonyitotték,
hogy az (1,n)-tipusu Leavitt-algebra akkor és csak akkor izomorf a f6lotte vett m-
edrendli matrixgytrtivel, ha n — 1 és m relativ primek. Ennek a tételnek az O,,-re vo-
natkoz6 megfeleléje a C*-algebrékat osztalyozo un. Elliott-program egyik ékkove, amit
K-elmélet segitségével igazoltak néhany évvel korabban, de konkrét izomorfizmust nem
tudtak megadni. Ezt Anh és tarszerzoi megtalaltak. Eredményiiket felhasznalva Par-
do, Dick és Martinez-Perez megmutatta, hogy a Brin—-Higman—Thompson-féle végesen
prezentalt egyszerli csoportok Leavitt-algebrak unitér részcsoportjaiként allnak elo.

A kategorielmélet els6 idészakaban a kutatasok f6 iranya az Abel-kategéridk elméletének
kiépitése volt, az erre épiillé homologikus algebra a matematika széles koreiben elter-
jedt. MacLane egy megjegyzése nyoman sokan prébaltak az elméletet kiterjeszteni
a nemkommutativ esetre. A kérdésben szamos sikertelen kisérlet utan a 90-es évek
végén varatlan attorés sziiletett: a kategériaelmélet modern eszkozeit felhasznalva Ja-
nelidze, Marki és Tholen [117] bevezették a félig-Abel kategéridk fogalmat, és megmu-
tattak, hogy a korabbi kisérletek otleteit jol lehet hasznalni a megfelel6 fogalom bir-
tokaban. Nagy hatasu eredményiik megvaltoztatta a kategériaelméletet, az azéta eltelt
20 év soran a félig-Abel kategéridk elmélete a kategorikus algebra f6 kutatasi iranyava
valt. Ez az elmélet lehetdvé teszi a nem kommutativ csoportok és gytirtik elmélete bi-
zonyos strukturélis fejezeteinek (kommutédtorelmélet, bévitéselmélet stb.) kategorikus
altalanositasat, tobbek kozott nem kommutativ homologikus modszerek kidolgozéasat,
kiillonbozo algebrai teriiletek varatlan kapcsolataira is ramutatva — pl. meglepetésre
az univerzalis algebrak Magari-féle idedlelmélete is a félig-Abel kategériak egy specidlis
esete.

Az univerzalis algebra az algebrai strukturakat, azaz a miiveletekkel ellatott halmazo-
kat altaldnos nézépontbdl vizsgdlja. Ennek a modern teriiletnek a kibontakozasaban
magyar kutatok fontos szerepet jatszottak. Szegedet a nemzetkozi kutatokozosség a
témakor ot legjelentosebb kozpontja kozott tartotta szamon. Az univerzalis algebra
egyik legfontosabb modszere az algebrak tn. kongruenciahaléinak tanulmanyozasa, ame-
lyek az algebrak faktorstrukturairél és ezeknek egymashoz vald viszonyarol hordoznak
alapvetd informaciékat. A kongruenciahalékra vonatkozo korabbi eredményeket szamos
1j és mély felismeréssel gazdagitotta Kiss Emil a Keith Kearnes amerikai matemati-
kussal kozosen irt monogréafidgjaban [137]. Példaként emlithetjik azt az eredménytiket,
hogy ha egy egyenletekkel definidlt algebraosztalyban a felbonthatatlan (szakkifejezéssel:
szubdirekt irreducibilis) algebrak mérete korlatos, és van olyan halékra vonatkozé azo-
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nossag, amelyet az osztalyba tartozé minden algebra kongruenciahéléja teljesit, akkor a
kongruenciahdlék az egyik legalapvetobb haléazonossagot, a Dedekind altal 1877-ben fel-
fedezett modularis azonossagot is teljesitik. A klasszikus algebrai strukturak kongruen-
ciahal6it tanulméanyozva Pélfy Péter P4l és Szabd Csaba [177] egy olyan hal6azonossagot
talalt, amiely a kommutativ csoportok kongruenciahaléiban mindig teljesiil, de a nem-
kommutativ csoportok korében mar sériilhet — ezzel egy 6tven éven at nyitott kérdést
sikeriilt megvalaszolniuk.

Jelolje g(n) az n elemi (paronként nem izomorf) csoportok szamat. A g(n) fuiggvény
mélyebb vizsgalatat Higman inditotta el 1960-ban a p-csoportok szamara adott alsod
becslésével. Néhany évvel késobb Sims belatta, hogy az alsé korlat éles, azaz ha n = p”,
akkor g(n) = n®/27W)7* ha x a végtelenhez tart. Gaschiitz és Neumann egy, a 70-es
évekbdl szarmazo sejtése szerint az adott Sylow-részcsoportokkal rendelkezé n elemii
csoportok szama g(n)-nél lényegesen kisebb. Ezt az eredményt Pyber latta be 1993-as
Annals of Math. cikkében [186]. Jelolje f(n) a legfeljebb n elemii csoportok szamat. A
fenti eredmények egy egyszerti kovetkezménye, hogy f(n) = n(2/27+eM)ez(m)* A 8-
as évek végén Lubotzky és munkatarsai egy 14j fejezetet nyitottak a végtelen csoportok
elméletében, a részcsoport-novekedés elméletét. Jelolje s,(G) egy G csoport n indexii
részcsoportjainak szamat. A témakor egyik kozponti eredménye Lubotzky, Mann és
Segal azon tétele szerkezetét, ahol s,(G) polinomiédlisan né. Ebben az elméletben a
fenti bizonyitasok modszereit szamos helyen lehetett alkalmazni. Jelolje m,(G) egy G
csoport n indextt maximalis részcsoportjai szamat. Véges permutaciocsoportok szamara
adott becslésekre épit Pyber és Jaikin-Zapirain 2011-es Annals of Math. cikke [116] ahol
pontosan leirjak azon végesen generalt provéges GG csoportok strukturajat amelyekre
m,,(G) polinomidlisan né. A bizonyitas egy varatlan kovetkezményeként sikeriilt pontos
formulat adni arra, hogy egy G véges csoportot hany elem general nagy valoszintiséggel.

Egy halmazt sajat magaba képezd fiiggvényt injektivnek hivunk, ha barmely két elemnek
kiillonbozo a képe. Véges halmazok alapvetd tulajdonsaga, hogy ha egy 6t sajat magaba
képez6 fliggvény injektiv, akkor sziikségszerlien sziirjektiv is, azaz mindem elem el6all
képként. A végtelen halmazokra ugyanez nem érvényes: példaul az a fiiggvény, amelyik
minden egész szamhoz a duplajat rendeli, injektiv, de nem sziirjektiv. Halmazok helyett
mas struktiarakat, pl. csoportokat is vizsgalhatunk. Ilyenkor a fentivel analdg tulaj-
donsiagot ,surjunctive”-nek nevezik. Gromov vette észre, hogy a szofikus csoportoknak
megvan ez a tulajdonsdga. Tehat gy érdemes a szofikus csoportokra gondolni, hogy azok
valamilyen értelemben a lelkiik mélyén ,végesek”. Néhany évvel késébb Elek és Szabo egy
cikksorozatban [68, 69] kidolgoztak azokat a mddszereket, amelyekkel jol vizsgalhatok
a szofikus csoportok. Tobbek kozott belattak, hogy Kaplanski direkt-végességi sejtése
igaz szofikus csoportokra. Az j mddszerek hatasara rohamos fejédésnek indult a téma,
azota is szamtalan cikk sziiletik szerte a vilagban. Erdekes médon az egyik legalapvetobb
kérdés még a mai napig is megoldatlan: igaz-e, hogy minden csoport szofikus?

Helfgott egy 2008-as attoré eredménye szerint a PSL(2, p) csoport generald részhalmazai
hatvanyozas hatdsara gyorsan nonek. Ennek az eredménynek azonnali kovetkezménye
Babai nevezetes, egyszerii csoportok atméréjére vonatkozo sejtése a PSL(2,p) egy-
szerli csoportra. A Fields-érmes Bourgain és Gamburd tjabb attorést értek el Helfgott
eredményét hasznélva. Belattdk , hogy PSL(2,p) minden olyan Cayley-grafja expander,
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amelyben nincs kis kor. Ez az eredmény alapvetd eszkéznek bizonyult Bourgain, Gam-
burd és Sarnak affin szita elméletében. Ez az elmélet lehetévé teszi, hogy a szamtani
sorozatokra vonatkoz6 Dirichlet-tétel igen mély nem kommutativ altaldnositasait bi-
zonyitsak. Az Affin Szita elmélet kiteljesitéséhez sziikség volt Helfgott tételének egy
magasabb dimenziés valtozatara. Egy ilyen, korlatos dimenziés Lie tipusi egyszerii cso-
portokra vonatkozé altalanositds megtaldlasa valt a témakor egyik kozponti kérdésévé.
Ezt az altalanositast, az igynevezett szorzattételt lényegében egyszerre bizonyitotta be
a Fields-érmes Tao munkatarsaival, Greennel és Breuillarddal, illetve Pyber és Szabd
[187]. A szorzattétel kimondja, hogy egy korlatos dimenzids nem kommutativ G véges
egyszerii csoport generald részhalmazai hatvanyozas hatasara gyorsan nének. Ebbdl
persze Babai atmérosejtése is adédik ilyen korlatos dimenzids egyszerii csoportokra. A
szorzattételnek szamtalan tovabbi alkalmazasa van az expander grafok, Lie-csoportok és
az aritmetikai csoportok elméletében.

A csoportelmélet véges és végtelen objektumok szimmetridit vizsgalja. A graflimesz-
elmélet tobb agon fiiggetleniil kezdett fejlodni. A stiri grafok limeszelméletét az itthon
nagyon eros kombinatorikus iskola kezdeti eredményei utan Lovasz Laszld és Szegedy
Baldzs [159] dolgozta ki. A ritka grafok limeszelmélete pedig az Aldous-Lyons—Peres—
Schramm valdszintiségszamitasi iskola kezdeményezésére indult el, és viszonylag hamar
megtaldlta a kapcsolatot az ergodelmélettel és a végtelen csoportok elméletével. Ebbdl
a kapcsolatbdl sziiletett a szofikus csoport fogalma. A ritka grafok névekvo témava valt.
Abért Miklés, tarsszerzékkel egyiitt [1], Margulis—Zimmer ergodelméletét hasznélta arra,
hogy 1j moédon megértse lokdlisan szimmetrikus terek lokalis geometridajat. Backhausz
Agnes és Szegedy Baldzs [18] pedig a véletlen reguldris grafok sajatvektorairdl bizonyitott
strukturatételt. A teriileten vonzoé, hogy a talalt kapcsolatok tipikusan mindkét iranyba
tudnak matematikai energiat hordozni, tehat egy algebrai fogalom is djat tud mon-
dani grafokrol. Abért Miklés, Yair Glasner és Virdag Bélint [2] bevezették az invaridns
véletlen részcsoport fogalmat, ami a normaloszté sztochasztikus verzidja. A Kesten-tétel
altalanositasa invaridns véletlen részcsoportokra kézvetlen 1j stukturatételt adott véges
Ramanujan-grafok geometridjara. Az invarians véletlen részcsoport az utobbi évtizedben
intenziven, nemzetkozi szinten kutatott tertiletté valt.

(Szerkesztette: Abért Miklos, Marki Laszlo, Palfy Péter Pél, Pyber Lészlo)

3. Analizis

A 20. szazad els6 felének nagy magyar matematikusai: Fejér Lipot, Riesz Fri-
gyes, Pélya Gyorgy, Szegé Gabor, Turan Pal, Erdés Pal, Rényi Alfréd egyszersmind
az analizis, azon belill a mértékelmélet, approximacidéelmélet, interpolacidelmélet, az
ortogonalis polinomok elmélete, a komplex fiiggvénytan uttoré és meghatarozo alakjai
voltak. A magyar analizisiskoldk az 6 hagyomanyaikat folytatjék.

Approzimacidelmélet, ortogonalis polinomok, potencidlelmélet. A klasszikus (logaritmi-
kus) potencidlelmélet azt vizsgalja, hogy ha pl. egységnyi toltést tesziink egy vezetdre
(amit azonositsunk a komplex sik egy E zart részhalmazaval), akkor egyenstlyban mi-
lyen vg eloszlast lesz a toltés, és milyen erdteret generdl. A 90-es évektdl valt vilagossa,
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hogy sok kérdés erre a problémara vezet azzal a modositassal, hogy még egy kiilsé poten-
cidltér is jelen van — az idevagd elmélet E. B. Saff és Totik Vilmos 1997-es Grundlehren
monografidjaban [192] kertilt kidolgozasra. Mind a klasszikus, mind a kiils6 térrel vett
potencidlelmélettel nagyon sok probléma megoldasa valt elérhetévé az analizisben, app-
roximacielméletben vagy az ortogonalis polinomok elméletében. Tobbek kozott ez tette
lehet6vé a klasszikus ortogondlis polinomok tobb szaz éve (Jacobi, Hermite, Laguerre
altal) vizsgdlt elméletének kiterjesztését dltalanos v mérték szerint vett ortogonélis po-
linomokra (Stahl-Totik [202]), ahol szinte minden mennyiség (pl. a féegyttthatok,
zérushelyek, polinom-aszimptotikdk) potencidlelmélettel fejezheték ki. Példaul nagyon
altalanos feltételek mellett a zérushelyek eloszlasa vg lesz, ahol E a v mérték tartoja.

Meglepé médon régdta hasznalt eszkozok altalanositasai is potencidlelméletre vezet-
nek, pl. annak ellenére, hogy a polinomok derivéltjaira vonatkoz6 tobb mint szazéves
Bernstein-egyenl6tlenségnek (amely szerint | P, (z)| < [|B||—1,yn/y/(1 — 22)) rengeteg
kiterjesztése sziiletett, csak az utoébbi 20 évben deriilt ki, hogy az egyenlotlenség sz6
szerint érvényes [—1, 1] helyett barmely E halmazon: |P/(x)| < ||P,||go(x), ahol o(z) a
vg egyensulyi mérték stirtisége (és ez pontos is). Hasonlban, a kiils6 térben vett poten-
cialok alapveto szerepet jatszottak konform leképezések és Green-fiiggvények numerikus
meghatarozasaban; a (statisztikus kvantummechanikai modellekben érvényes) in. uni-
verzalitasi tételekben, az azokkal kapcsolatos Christoffel-aszimptotikakban, ill. az igen
hatékony Riemann—Hilbert-médszerben; a valtozo, ill. homogén polinomokkal torténd
approximacié elméletében (hazai résztvevék: Benk6é David, Kro6 Andras, Szabados
Jézsef, Totik Vilmos, Varju Péter), az incomplete polynomials” elméletben; racionalis és
Padé-approximacioban. Hasonlo Bernstein- és Markov-tipusi egyenlétlenségeket, illetve
forditott Markov-egyenlétlenségeket talalt, részben szintén (masfajta) potencidlelméleti
uton Révész Szilard 1999 és 2018 kozott irt tobb dolgozataban.

A hazankban nagy hagyomanyokkal rendelkez6 interpolaciéelméleti kutatasok is val-
tozatlan intenzitassal folytak, pl. ezen idOszakban jelent meg a teriilet meghatarozé
monografidja (Szabados Jozsef és Vértesi Péter [203]).

Dinamikus rendszerek, differencidlegyenletek. Krisztin Tibor szerzétarsaival (H.-O. Walt-
her, J. Wu) a késleltetett visszacsatolast modellez6 differencidlegyenletek globélis dina-
mikdjanak megértésében ért el alapveté eredményeket (1999-t6] egy monogréafidban és
tobb cikkben). Az egyenlet a fliggvénytérben egy végtelen dimenzis dinamikai rend-
szert definidl. Egyszeri alakja ellenére a generalt dinamika bonyolult lehet. Monoton
visszacsatolas esetére a nulla egyensilyi helyzet instabil halmazanak lezartjat vizsgaltak:
ezt egyensulyi helyzetek, periodikus palyak és az ezeket 0sszekoté palyakat tartalmazoé
sima sokasagok alkotjak, amelyek egytitt egy tin. Morse-felbontast adnak. Ez mindig
része a globalis attraktornak, bizonyos esetekben megegyezik vele. Ez Chafee és Infante
egy nemlinearis parcialis differencidlegyenletekre vonatkoz6 hires eredményének a meg-
felel6je, de technikailag bonyolultabb. A bizonyitashoz a végtelen dimenzidés dinamikai
rendszerek szamos 1j eszkozének kidolgozasara volt sziikség.

Matematikai bizonyitasokban szamitogép hasznalatara az elsé nagy sikert a négyszin-
tétel igazolasa jelentette 1976-ban. A dinamikus rendszerek elméletében a nevezetes
Lorenz-egyenlet kaotikus viselkedésének magyarazatara sziiletett bizonyitasok inditottak



el az ilyen iranyu kutatasokat. Differenciaegyenletek vizsgalataban a bizonyitasok —
analitikus formuldk hianyaban — numerikus becsléseket igényelnek, amelyek hibai expo-
nencialisan nonek az idé novekedésével. | Kézzel” altalaban lehetetlen elvégezni ezeket
a szamolasokat, szamitogép hasznélata sziikséges. Az intervallumaritmetikan alapuld
szamitogépes eljarasok matematikai bizonyitd erejii megbizhatd eredményeket tudnak
adni. Szamos, nagy visszhangot kivalté eredmény sziiletett az elmult 20 évben. Ezek
koziil kettd a differencidlegyenletek elméletének és az intervallumaritmetikan alapuld
megbizhaté numerikus eljardsok kutatoinak sikeres egytittmiikodésébol jott létre. Az
egyik ilyen eredmény Banhelyi Balazs, Csendes Tibor, Garay Barna és Hatvani Laszlo
eredménye (2008): els6ként bizonyitottak, hogy a periodikusan perturbélt inga egyen-
letének megoldasa kaotikus. Banhelyi Balazs, Csendes Tibor, Krisztin Tibor és Arnold
Neumaier (2014, [25]) egy nevezetes egyenletre ért el attorést E. M. Wright egy 1955-0s
probléméjanak vizsgalataban, és eredményiik a sejtés végso bizonyitasaban is alapveto
szerepet jatszott.

Operdtorelmélet, funkciondlanalizis. Szamos kvantum-informacidelméleti motivaltsagu
eredmény sziiletett az operatoralgebrdk teriiletén. Petz Dénes M. Ohyéaval kozosen
megirta nagy hatdst monografidjat a kvantumentrépidkrél [175]. Bevezette a kutatdsokat
jelentosen befolyasold, szamos korabbi entropia fogalmat altalanosité kvazi-entropia fo-
galmat. F. Hiaival kozosen megmutattak, hogy az Umegaki-féle kvantum relativ entrépia
megkaphato a klasszikus relativ entropidk aszimptotikus hatarértékeként, valamint be-
bizonyitottak a kvantum Stein-lemmat, ami az Umegaki-féle relativ entropia kvantum-
hipotézisvizsgdlatban betoltott megkiilonboztetett szerepét (aszimptotikus hibakorlat)
mutatja. Petz Dénes és F. Hiai nagy hatdsi monografidja [126] a szabad entrépia
fogalmat koti O0ssze a nem kommutativ valdszinliség, az operatoralgebrak és véletlen
matrixok elméleteivel.

A. Jencovéval kozos munkdjukban [133] dltalanos Neumann-algebrékra és allapotok
tetszoleges halmazara vonatkozdan 6sszekototték az elégségesség kvantumstatisztikai fo-
galmét annak klasszikus szorzatfelbontasos karakterizacigjaval.

Molnar Lajos a Wigner-tételhez talalt egy altalanos algebrai megkozelitést, és en-
nek folyomanyaként szamos ilyen jellegli tételt igazolt kiillonbozd struktiurakra vonat-
kozban. Javarészt az 6 eredményei hatasara az in. megérzési problémakkal kapcsola-
tos vizsgalatok irdanya megvaltozott, a kordbbi linearis vizsgalatok utdn a nemlinearis
kérdések kertiltek elotérbe. Operatoralgebrak és fliggvényalgebrak algebraizomorfizmu-
sainak nemlinedaris karakterizacioit adta, valamint operatoralgebrak pozitiv definit kap-
janak kiilonféle szimmetridit hatdrozta meg [172]. E vizsgalati korbe tartozik Gehér
Gyorgynek P. Semrllel kozos eredménye [99], amelyben pontos lefrasat adtak a Hilbert-
tér valamennyi Grassmann-sokasaga izometriacsoportjanak.

Palfia Miklos fontos eredményeket ért el az operatorkozepek teriiletén. Kiterjesztet-
te a Kéarcher-kozepek és a Kubo—Ando-kozepek elméletének jelentds részét két valtozod
esetérdl akarhany, sot a pozitiv definit operatorok kiipjan értelmezett valoszintiségeloszla-
sok esetére.

Kérchy Laszl6 C. Foiasszal és H. Bercovicivel 1j, jelent6sen kibdvitett kiadasat pub-
likalta C. Foias és Szokefalvi-Nagy Béla vilaghirt, a Hilbert-terek operatorainak harmo-



nikus analizisérél sz6l6 monogréfidjanak [209].

Fiigguényegyenletek. FEz irdanyban Dardczy Zoltan és Péles Zsolt vezetésével intenziv
kutatasok folytak. A kozépértékek elméletében a kvaziaritmetikai kozepekrol ismert
eredmények &altal motivalva a kozépértékek altalanosabb osztalyaiban sikertilt a jel-
lemzési, egyenlOoségi, homogenitasi, osszehasonlitasi és invarianciaproblémakat megol-
dani, tovabba a Minkowski-, Holder- és Hardy-tipusi egyenlotlenségek sziikséges és ele-
gendo feltételeit megtalalni.

Ugyancsak attorés tortént a fiiggvényegyenletek regularitdselméletében (Jarai An-
tal): figgvényegyenletek tag osztélyaiban sikeriilt kimutatni, hogy a gyengén reguldris
megoldésok (pl. Lebesgue-mérhetd vagy Baire-tulajdonsiagi megolddsok) magasabb
rendi regularitasi tulajdonsiagokkal (pl. folytonossag, differencidlhatésdg, analitikussag)
birnak [131]. Ezek az eredmények lehet6vé teszik, hogy a fiiggvényegyenletek megoldasat
a differencialegyenletekére lehessen visszavezetni.

Topologikus csoportok fontos osztalyain sikeriilt Laczkovich Miklésnak, Székelyhidi
Gébornak és Székelyhidi Laszlénak jellemezni a spektralanalizis és a spektralszintézis
teljestilésének feltételeit, azaz, hogy a struktiran értelmezett folytonos fliggvények el-
toldsinvarians zart altereiben mikor léteznek, illetve mikor vannak stirtin az in. exponen-
cialis polinomok. Ezek az eredmények a linearis fliggvényegyenletek megoldasahoz ad-
nak hatékony eszkoztarat. Székelyhidi Laszlé tobb monografiat irt a spektralszintézissel
kapesolatos kérdésekrdl [205], [207]. Uj kutatési irdny a fiiggvényegyenletek, illetve a
harmonikus analizis vizsgélata hipercsoportokon [206].

Egyvdltozos komplex fiigguénytan. Tobb killonbozd jellegti feltétel garantalja, hogy a
hatvanysorral el6allitott fliggvény sehol sem folytathaté analitikusan a sor konvergen-
ciakorén tul: hézagfeltétel, azaz ha a sornak csak ritkan vannak nullatél kiillénbozo
egyitthatdi (Fabry tétele); ha az egyiitthatok egy véges halmazbdl valék, kivéve, ha na-
gyon szabélyosan (periodikusan) vannak elrendezve (Szegé tétele); véletlentil, egymastél
fiiggetleniil valasztva az egytitthatokat, nagy valészintiséggel (Paley—Zygmund tétele).
Marmost ezeknek van kozos altalanositasuk.

A Fabry- és a Paley—Zygmund-tételre ezt kordbban Szegedy Mérié mutatta meg:
az utobbiban az egytitthatok egy ritka sorozatat tetszolegesen, a tobbitol fiiggden is
megvalaszthatjuk.

Késobbi eredmény (Haldsz Gabor 1993), hogy Szegd tételében is megengedhetk
ritka (a Fabry-féle hézagokndl kicsit szigoribb értelemben vett) kivételek, a kivételes
helyeken tetszéleges egyttthatékkal. Poélya sejtése, miszerint ez Fabry-hézagokkal is
igaz, még nyitva maradt.

Hatvanysorok nem-folytathatésagaval rokon tulajdonsag, ha abbdl, hogy a konver-
genciakor kis ivén L,-beliek, kovetkezik ez a teljes korvonalon. Wiener klasszikus tétele
szerint ez a tulajdonsag is hézagfeltétel kovetkezménye a p = 2 esetben. Erdds és Rényi
véletlen konstrukciéval megmutattak, hogy p > 2 esetén ez nem igaz; p > 6-ra Turdn
explicit konstrukciét is adott. Az a meglep6 helyzet, hogy p = 2 az egyetlen kitevo,
amelyre Wiener tétele érvényes: Révész Szilard (2008) kulfoldi tarsszerzéjével egyiitt
minden p < 2 esetére is talalt ellenpéldat [43].



A komplex polinomok a Riemann-gémbon értelmezett meromorf fiiggvényeknek te-
kintheték. A téruszon értelmezett meromorf fiiggvények pedig nem mésok, mint az el-
liptikus fiiggvények. A polinom fokdnak az elliptikus figgvény rendje felel meg. Ahogy
a klasszikus esetben ezt a Lagrange-interpolacié megteszi, most a rendet szeretnénk mi-
nimalizalni. Koénnyt a minimélis rendet meghatarozni, ha az interpolalé fiiggvényt az
interpolalandé értékek linearis kifejezésével akarjuk megkapni. Nemlinearis eljarassal
azonban a rendet 1-gyel, de nem tobbel, tovabb lehet csokkenteni. Bird Andrasnak
2008-ban sikertilt azt is kideritenie, hogy pontosan mikor nyerhetiink a renden még
1-et. Sejthetd, hogy az interpolaciés adatok tobbségére a rendet kortilbeliil a felére le-
het csokkenteni. A torusz szemléletesen egy gombre ragasztott fiil; érdekes jelenségek
varhatoak tobb filti Riemann-feliileteken is.

A Turan-féle hatvanyosszegmaodszer legszebb — ha nem is a legfontosabb — problémaja
tiszta hatvanyosszegek alsoé becslése volt, a tagok abszolut értékének a maximumét 1-re
normalva. Turan sejtését, nevezetesen, hogy alsé becslésként pozitiv abszolit konstans is
valaszthatd, 20 évre ra bebizonyitottdk komplex figgvénytani uton. Bir6 Andras (1994)
yelemi”  azaz komplex fiiggvénytant nem is hasznalé utat talalt, az ismert konstanst
egyidejlileg megjavitva. Ez az elemi ut segitette hozza, hogy fels6 becslésként 1-nél
kisebb abszolit konstanst bizonyitson (2000) [35]; 1 a trividlis felsé korlat, a korabbi felsé
becslések a tagok szamat ndvelve nagyon gyorsan tartottak ehhez a trividlis korlathoz.

Tobbvdltozos komplex figguvénytan. Némethi Andrés és Sigray Istvan [174]-ben a C" —
szamolta ki. FEnnek alkalmazasaként a kétvéaltozos Jacobi-sejtéssel kapcsolatos egyik
ismert eredményt altalanositottdk n valtozésra. Eszerint, ha f: C* — C* ! és g: C* —
C" ! olyan polinom leképezések, amelyekre f generikus fibruma raciondlis, és mind-
egyik fibrum irreducibilis, akkor az (f,g): C* — C" Jacobi-feltételt kielégité polinom
leképezés bijektiv.

A kétvaltozés Jacobi-sejtéshez kapcesolodik, de egyvaltozds kérdést vizsgal Sigray a
[197] cikkben, melyben a kp'q —Ipq” = cp™ polinomiélis differencidlegyenlet megoldasait
irta le kombinatorikus eszkozzel.

Minden M kompakt Riemann-szimmetrikus tér esetén M érintonyalabjan létezik
komplex strukturdknak egy természetes csaladja [155]. A geometriai kvantalds médszere
alapjan minden adott komplex struktira meghataroz egy Hilbert-teret (egy bizonyos
holomorf vonalnyalab holomorf L? szeléseinek terét), az in. kvantum-Hilbert-teret. A
geometriai kvantalas egyik alapkérdése, hogy az igy kapott Hilbert-terek kanonikusan
izomorfak-e (egyértelmii-e a kvantalas). Ennek a kérdésnek a vizsgalatahoz vezette be
Lempert és Szoéke a Hilbert-nyalabok egy altalanositasat, a sima ill. analitikus Hilbert-
mez6 fogalméat [156] (kordbban von Neumann definidlta a mérhetd, ill. Godement [101]
a folytonos Hilbert-mez§ fogalmét). Az egyértelmiiség azzal egyenértékii, hogy a kapott
Hilbert-mez6 gorbiilete nulla. Toébbek kozott belattak, hogy ha M egy kompakt Lie-
csoport ellatva egy biinvarians metrikaval, akkor M kvantalasa egyértelmii. Késébb
Széke [208] megmutatta, hogy ha az M kompakt szimmetrikus tér nem egy Lie-csoport,
akkor a kvantalas fiigg a komplex struktira megvalasztasatol.

Téth Arpé,d és Dror Varolin két cikkben [212, 213] vizsgdltdk komplex féligegyszerii
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Lie-csoportok, ill. bizonyos homogén terek biholomorfizmusainak csoportjat. Ezen cso-
port fontos tulajdonsagait igazoltak, kiterjesztve Lempert és Andersén [13] C"-re vonat-
koz6 eredményeit ezekre a geometriai objektumokra.

Valos analizis, mértékelmélet, leiro halmazelmélet. Harom tertileten is sziilettek kiemel-
ked6 eredmények: a valds fiiggvénytan, a geometriai mértékelmélet és a leird halmaz-
elmélet témaiban. A valds fliggvénytani kutatasokat Riesz Frigyest kovetve Csaszar
Akos folytatta az 1950-as években. Ezeket a kutatasokat Petruska Gyorgy és Laczkovich
Miklés tjitottak meg az 1970-es és 1980-as években. Az édltalunk vizsgalt periddusbol
megemlitjik Laczkovich Miklos kutatasait a differenciatulajdonsidg témakorébol, ame-
lyet Erdos P4l egy problémaja inditott el 1950 kortil. Ezen eredmények Osszefoglasaként
sziiletett meg egy témat Osszefoglald dolgozat 2002-ben [154].

Tarski 1924-ben megfogalmazott in. kornégyszogesitési problémajanak megoldasa,
amely szerint azonos mértékii korlatos halmazok mindig atdarabolhatoéak egyméasba ha
a halmazok hatdra kicsi, nagy visszhangot véltott ki (Laczkovich Miklés [153]). Ezt az
eredményt csak 27 évvel kés6bb haladta meg a tudoméany: L. Grabowski, Mathé Andréas
és O. Pikhurko 2017-ben belattak, hogy az atdarabolds Lebesgue-mérheto részekkel is
megtehetd [105]. Ezt még abban az évben Borel-mérheté részekre javitotta A. Marks
és S. Unger. A kozelmiltban Mathé Andras és szerzétarsai bejelentették, hogy az
atdarabolas Jordan-mérhetd részekkel is lehetséges.

A Banach-terek nullhalmaz-fogalmainak tisztazasa (Csornyei Marianna 1999) a Banach-
terek elméletének nagy fontossagu felfedezése volt, amely azonnal belekeriilt a témat
targyalo legfontosabb monografidba. Ugyancsak régi és hirhedten nehéz problémat ol-
dott meg Buczolich Zoltan 2005-ben az tGn. gradiensprobléma megoldasaval, amely
a tobbvaltozos fuggvények derivéltjainak szerkezetérdl nytjt informéciot [47]. Szintén
Buczolich Zoltan nevéhez fiizédik (D. Mauldinnal kézosen) Bourgain probléméjanak
megolddsa a négyzetszamokon vett ergodikus kozepekrél (2010) [48].

Az utoébbi években Elekes Marton és Keleti Tamas vezetésével egy leiré halmaz-
elméletet, illetve egy geometriai mértékelméletet kutatd csoport kezdett formaldédni. E
kutatocsoportok részben a vizsgalatok 1j irdanyait nyitottak meg, részben a témakorok
nehéz nyitott problémait célozzdk meg. Latvanyos eredményeik kozé tartoznak az adott
tavolsagot elkertlé halmazok dimenzidjara vonatkozé eredmények [138], a Baire-féle
fiiggvények rangjanak bevezetése az Osszes Baire-osztalyra [72], vagy a véletlen auto-
morfizmusok strukturdinak vizsgélata [63].

(Szerkesztette: Laczkovich Miklos)

4. Geometria és topologia

A geometria a matematika talan legnagyobb hagyomanyt teriilete, alapkérdéseinek
vizsgalata az Okortol kiséri és hatarozza meg a matematika torténetét. A huszadik
szazad elején a tudomanyéag tjabb fejezettel boviilt: a topoldgia a terek még alapvetébb
(nytjtas sordn sem véltozd) tulajdonsagait vizsgdld diszciplinaként valt korunk egyik
fontos iranyzatava.



A matematika fejlodésével a kiillonboz6 tudomanyteriiletek kozotti hatarok mind-
inkabb eltiinnek, és kialakulnak olyan kutatasi iranyok, amelyek tobb hagyomanyos
kérdéskorbol meritenek, és az alkalmazott technikak egymastol is latszolag tavolalld
gondolatokra épiilnek. Szép példaja ennek a diszkrét (vagy kombinatorikus) geometria
kialakuldsa, amely szamos grafelméleti és algoritmikus kérdést helyez geometriai kontex-
tusba, és alkalmaz igy 1j eszkozoket azok megoldasdban. A magyar matematika tobb
nagy sikere is ezen témakor kérdéseinek megoldasahoz kapcsolodik.

A fentiekhez hasonldéan a topoldgiai kutatdasok is tobb témakorre hatottak meg-
termékenyité médon, és mas diszciplindk (pl. komplex figgvénytan, végtelen dimen-
zi6s analizis, homologikus algebra) eredményei leltek alapvet6 alkalmazésra topoldgiai
kérdések megvalaszolasaban.

Alabb az elmult néhany évtized egy-egy jelentosebb, magyar kutatdk altal elért geo-
metriai és topologiai eredményét idézziik fel.
Diszkrét geometria. Lovéasz kérdezte, hogy milyen pontossaggal lehet meghatarozni
(effektiv algoritmus segitségével) egy d-dimenziés konvex halmaz térfogatat. Elekes
kordbbi eredményét javitva Barany és Fiiredi megmutattdk, hogy minden ilyen deter-
minisztikus algoritmus sziikségképpen nagy, méghozzd (cd/logd)? nagysagti multipli-
kativ hibaval dolgozik. Részben emiatt kezdddott a véletlen, Markov-lancokon ala-
pul6 térfogatmérd algoritmusok vizsgalata (Dyer, Frieze, Kannan), amelyet Lovéasz,
Simonovits-csal, Kannannal, és Vempalaval fejlesztett tovabb. A {6 eredmény szerint
polinomidejli véletlen algoritmussal nagy valdszinliséggel és nagyon pontosan meg le-
het hatarozni egy d-dimenzidés konvex test térfogatat. A Kannan, Lovész, Simonovits
eredmény tobb izgalmas geometriai kérdést vet fol, és jo néhanyat meg is old. Példaul,
hogy a hires Loewner—John-féle koncentrikus ellipszoid-par megvélaszthato tgy is, hogy
az ellipszoidok koézéppontja egybeessen a konvex halmaz sulypontjaval.

Ramsey tétele szerint ha F' a d-dimenziés térben 1év6 geometriai objektumok egy n
elemii csalddja, és n elég nagy, akkor F-nek van két olyan nagy (legalabb logn elemii)
részcsaladja, mondjuk G és H, hogy vagy barmely G-beli és H-beli halmaz metszik
egymast, vagy barmely G-beli és H-beli halmaz diszjunkt. Kérdés, hogy lehet-e sokkal
nagyobb, cn méretii ilyen G-t és H-t talalni (ahol ¢ > 0 alkalmas konstans). A vélasz
az, hogy igen, ha az F-beli geometriai halmazok nem til bonyolult algebrai formulakkal
vannak megadva. Ezt a nagyon érdekes és hasznos Ramsey-tipusu geometriai eredményt
Pach Janos bizonyitotta (tarsszerzkkel) 2005-ben.

A [0, n]? négyzetben természetesen csak véges sok konvex racs-sokszog van, szdmuk
exp{3/16¢(3)/¢(2)n?3(1 + o(1))}, ami szép nagy szam. Hogy néz ki ennek a nagy
halmaznak a tipikus eleme, és van-e egyéltalan tipikus eleme? Egyszertibb ugyanezt
a kérdést a [0,1]? négyzetben vizsgdlni, csak a szokdsos Z? rdcs helyett az = Z2 récsot
tekintjilk. Az itteni racs-sokszogeknek akkor hataralakja a K konvex halmaz, ha a
sokszogek tulnyomé tobbsége nagyon kozel van K-hoz. A hataralak-tétel (Bardny Imre
eredménye) azt mondja ki, hogy van ilyen K, és hogy K-t négy parabolaiv hatarolja.
Akkor is van hataralak, ha a kiindulé halmaz nem az egységnégyzet, hanem egy kompakt,
konvex és nemiires belsejii sikbeli C' halmaz. Ugyanaz a hataralak jon ki akkor is, ha
a racs helyett egy n elemi véletlen X,, mintat vessziik, és a racs-sokszogek helyett az
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Osszes olyan konvex poligont tekintjiik, amelynek csiicsai X,,-ben vannak.

Alacsony dimenzios topologia. Csomodk, vagyis a haromdimenziés térbe beagyazott
koérvonalak tanulmanyozasa a topoldgia egyik legrégebbi, hagyomanyos teriilete. A
koézelmult eredményei koziil kiemelkedik Ozsvath és Szabd csomodkkal kapcsolatos Floer-
homoloégiaja, amely egy polinomgytiri feletti modulust rendel minden csoméhoz, és ezen
modulus algebrai struktirdjabél a csomé jo néhany fontos tulajdonsiga leolvashato.
K csomoéhoz egy 1j folytonos, szakaszonként linearis fiiggvényt, a csoméd Y Upszilon
fliggvényét adta meg. Y egy csomodinvarians, és meglepden sok 1j ismerettel gazda-
gitotta a csomd konkordizmusok elméletét. Réaadasul T i sok esetben aranylag kénnyen
ki is szamithato.

Szingularitdasok topolégidja. Az algebrai vagy komplex analitikus terek szingularitasainak
elmélete kulcsfontossagi a modern matematikaban. Némethi Andras a komplex feliilet-
szingularitdsok tanulmanyozasa kapcsan egy 1j kohomoldgia elméletet vezetett be, a
sracspont kohomolégiat”, amely 6sszekapcesolja a szingularitds algebrai/analitikus inva-

« sz

« ez

zonyitotta, hogy (a matematika kiilonbo6zé dgaiban megfogalmazott) kovetkez6 allitdsok
egyenértékiiek: (i) a szingularitas racionalis (ami egy bizonyos kéve-kohomoldgia eltiinésé-
nek felel meg), (ii) a csomo racspont-kohomolégidja trividlis, (iii) a csomé Floer-homol6gi-
aja trivialis, (iv) a csom6 fundamentdlis csoportjan nincs egy balinvaridns teljes rendezés.

Leképezések és klasszifikdlo terek. Az algebrai topolégia egyik legfontosabb fogalma
a homotopikus csoport. A gémbok homotdpikus csoportjainak kiszamolasara Pontrj-
agin 1942-ben egy geometriai modszert talalt. Tiz évvel késobb Thom Fields-érmes
munkajaban ezt a kapcsolatot altalanositotta, és az alkalmazas irdnyat megforditotta,
differencialhat6 sokasdgok osztalyozasat (kobordizmus csoportjanak kiszamoldsét) ve-
zette vissza algebrai topoldgidra. Sziics tobb évtizedet foglalkozott (részben egyediil,
részben tanitvanyai, Rimanyi Richdrd és Terpai Tamas segitségével) a Pontrjagin—Thom-
konstrukei6 altalanositasaval differencidlhaté sokasdgok kiillonbozo leképezésosztalyainak
a leirdsara. A kiilonboz6 leképezésosztalyokon azt kell érteni, hogy megadjuk lokalis
vagy globdlis szingularitasok egy osztalyat, és klasszifikalni akarjuk az ilyen tipusu
leképezéseket. (Klasszifikdcién az ilyen tipust leképezések kobordizmuscsoportjanak
kiszdmoldsat értjik.) Ehhez a Thom altal megépitett klasszifikalé teret kellett altalano-
sitani minden egyes ilyen leképezésosztalyra, és ezek homotdpikus csoportjait kiszamolni.
Ezek a klasszifikalé terek koncentralt formaban leirjak az adott tipusi szingularis leképe-
zések viselkedését. Fzek segitségével sok esetben sikeriilt az ilyen leképezések teljes vagy
2018-ban Terpaival kozos cikkiikben expliciten sikeriilt kifejezni azt, hogy leképezések
egyszeriibb tipusi szinguldris pontjainak halmazai hogyan csavarodnak a bonyolultabb
szingularis pontok koril. Ezt a csavarodast a gombok homotdpikus csoportjanak egy
eleme adja meg minden esetben.

Egzotikus gombok. Az 1960-as évek két nagy érdeklodést kivaltott eredménye az tn.
egzotikus gombok (a gombbel homeomorf, de nem diffeomorf terek) 1étezésének felfede-

11



zése, ezek osztalyozasa egyfeldl, és a standard géomb euklideszi térbe men6 immerzidinak
osztéalyozasa masfel6l. Ekholm svéd matematikussal kozos dolgozataban Sziics 6sszekap-
csolta ezt a két problémakort, és kiszamolta az 6sszes gombbel homeomort tér euklideszi
térbe mend immerziéi altal alkotott csoportot.

(Szerkesztette: Bardny Imre, Némethi Andrés, Stipsicz Andras, Sziics Andrés)

5. Halmazelmélet és logika

Az o6tvenes évektol egy igen aktiv, Erdos Pél, Hajnal Andrés és Richard Rado ve-
zetésével miikodd végtelen kombinatorikai iskola jott 1étre. Szdmos, a mai napig alkal-
mazott eredménytliknek nagy nemzetkozi hatésa lett, sokszor a témat ,magyar halmaz-
elmélet”-nek is nevezik.

Hajnal Andras [124] cikkében bebizonyitja, hogy Ramsey tétele teljesiil, ha éleket
szinezlink, és feszitett véges egyszini grafot kivanunk, a szinek szdma pedig akarmilyen
végtelen szamossag. Az allitas konzisztensen hamis, ha megszamlalhatonal nagyobb
célgrafot engediink meg (Hajnal-Komjath), a megszamlalhat6 célgraf esete nyitott.

Erdés kérdését megvalaszolva Komjath belatta, hogy az n-dimenziés euklideszi tér
kiszinezheté megszamlalhaté sok szinnel gy, hogy nincs két egyszinii pont nemnulla,
raciondlis tavolsdgban ([141]).

Komjath és Shelah [142]-ben megcéfolta Taylor sejtését, példat adva a halmazelmélet
olyan modelljére, ahol van N;-kromatikus graf, amelyre minden graf, aminek ugyanazok
a véges részgrafjai, legfeljebb No-kromatikus. Az eredeti sejtés szerint, ha a G graf
kromatikus szdma megszamlalhatonal nagyobb, akkor minden A\ szamossagra van olyan
H graf, hogy H kromatikus szama legalabb A, és H minden véges részgrafja el6fordul
G-ben.

A Komjath és Totik altal készitett [143] nagysikerli feladatgyiijtemény a halmaz-
elmélet elemi fejezeteit dolgozza fel.

Az altalanos” topoldgia magyarorszagi kutatdsait Csaszar Akos alapozta meg tobb
nyelven megjelent monografidjaval (magyarul Bevezetés az dltaldnos topoldgidba cimmel
jelent meg 1971-ben). Csaszar Akos szdmos cikkben vizsgalta az altalanos topoldgia
kiillonbozo alapvetd fogalmainak legaltalanosabb variansait.

A modern halmazelmélet talan legsikeresebb alkalmazasaival jott létre a halmaz-
elméleti topologia. Ebben topologikus terekhez rendelhetd szamossiginvariansok tu-
lajdonsagait, koztiikk levo Osszefiiggéseket vizsgalnak a halmazelmélet sokszor egészen
kifinomult médszereivel. A téma alapveté monografiajat Juhasz Istvan irta 1971-ben, és
a téma Osszefoglalasa a Handbook of Set-theoretical Topology cimili kézikonyvben is téle
szarmazik [134], [135]. Hajnal Andras és Juhdsz Istvan vezetésével létrejott, és a Rényi
Intézetben a mai napig miikodik egy elsésorban ezzel foglalkozo, kiilf6ldon is erdsen
elismert kutatocsoport.

Gyenis Zaldn modalis logikaval foglalkozé cikke ([114]) 2018-ban Tarski-dijat kapott.
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6. Kombinatorika

A kombinatorika a magyar matematika egyik legsikeresebb aga. Felsorolunk harom
kiemelked6 nemzetkozi elismerést: a Nobel-dij mintdjara alapitott matematikai dijat
(az Abel-dijat) 2012-ben Szemerédi Endre vehette 4t V. Harald norvég kiralytol, 2021-
ben Lovéasz Lészldé volt az egyik dijazott; az 1990 és 2018 kozott tartott nyolc Mate-
matikai Vildgkonferencidra (ICM, International Congress of Mathematicians) a 15 ma-
gyar és Magyarorszagon is dolgozé meghivottbol 7-nek a f6 kutatdasi teriilete a tagan
értelmezett kombinatorika, 2018-ban Lovész Lészlé (MTA Rényi Alfréd Matematikai
Kutatéintézete), Barabédsi Albert-Léaszlé (Kozép-Eurépai Egyetem, CEU) és Jaroslav
Nesettil (pragai Karoly Egyetem) egyuttmiikodésében egy hatéves kutatasi programra
9,8 milli6 eur6s ERC Synergy Grant palyazatot nyert el.

E magyar sikereknek természetesen sok évtizedes el6zményei vannak. Farkas Gyu-
la (1888 és 1915 kozott a kolozsvari Tudoméanyegyetem tanszékvezetdje), Konig Dénes
(1884-1944), Turan Pal (1910-1976) és Erdés Pal (1913-1996) a modern kombinatorika
vildgszerte elismert megalapozéi kozott voltak.

A XX. szazad kozepétol egyre gyorsuld informatikai és technikai forradalom sorra
szallitja az 1jabb és ijabb megoldandd matematikai problémakat. Ezen beliil a kommu-
nikacié, a szamitogépek, a nagy adatbazisok kezelése, a gazdasagi dontések elokészitése
elengedhetetlenné tették szamos, a kombinatorikdhoz is ezer szallal k6todd diszciplina
létrejottét, mint pl. az informacidelmélet, kodelmélet, jatékelmélet, matematikai prog-
ramozas, algoritmusok, halézatok tudoménya, adatbanyaszat, szamitégépes és diszkrét
geometria, diszkrét optimalizalas. Az utébbi fél évszazadban tobb ezer év matema-
tikai eredményeit kellett tjra megvizsgalni a kiszamithatosag, az észszert algoritmus
(szamitogépprogram) szempontjabol.

A kombinatorika tulajdonképpen csak a legutébbi 30 évben lett az elméleti matema-
tika elismert aga és univerzalis problémamegkozelitési eszkoze. Az els6 Fields-érmet csak
1998-ban adtdk kombinatorikai kutatasokért, illetve azokért is. Egyfelol, mig a szazad
kozepén gyakran mérnokok, fizikusok, kozgazdaszok voltak kénytelenek fontos diszk-
rét matematikai megoldasokat, algoritmusokat keresni, addig az 1990-es évekre a kom-
binatorika kitort a rekreaciés matematika, illetve az alkalmi triilkkok gytijteményének
szerepébdl. A modern kombinatorika a matematika szamos 1j és mély eredményét alkal-
mazza (algebra, geometria, topolégia, valosziniiségszamitas), egy mai sikeres kombinato-
rikusnak ugyanugy komoly elméleti tudasra van sziiksége, mint egyéb tudos kollégajanak.
Masfelol, a diszkrét matematikai gondolkodéasmod és eredményei elterjedtek és megter-
mékenyitéen hatnak a tudomédny més tertileteire is (pl. statisztikus csoportelmélet).

Az aldabbiakban ismertetjiikk a magyar matematikusok kombinatorikaban a legutobbi
30 évben elért legnagyobb hatasi kutatasait.

Erdés Pdl hatdsa felmérhetetlen. O vezette be a véletlen (nemkonstruktiv) maédszert,
lényeglatd problémak és fogalmak tucatjait vetette fel. Még élete végén is irt olyan
(1998-ban megjelent) cikket [42], amelyre az igencsak szelektiven valogaté Mathematical
Reviews is tobb mint 100 hivatkozast tart nyilvan.
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Szemerédi-reqularitds. Az egyik legfontosabb fejlemény, hogy az 1978-ban publikalt Sze-
merédi-lemma alkalmazasai, valtozatai elterjedtek, a kombinatorika egyik alapeszkozévé
valtak, tovabbfejlédtek, és mar ritka grafokra és hipergrafokra is alkalmazhatoak. Is-
mertetjiik e folyamat néhany 1épését.

A lemma egy diszkrét approximéciés eljaras, mar a kimondasahoz is sziikségiink van
a kvazivéletlenség ismeretére, és alkalmazasa a problémak mély megértésén tul jelenGs
kitartast és technikai tigyességet kivan. Eleinte még kisebb szenzaciénak szamitott,
hogy nemcsak aszimptotikdkra, hanem pontos eredmény elérésére is alkalmas (pl. a 2-
atmérdjli grafokra vonatkoz6 Caccetta—Haggkvist/Murty—Simon-sejtés bizonyitasa n >
ng esetére, Firedi [88] 1992). Nagy segitség Komlds Janos, Sarkozy Gabor és Szemerédi
Endre 4.n. Blow-Up lemmdja [144] (1997) és annak algoritmikus véltozata [145] (1998),
amivel urrd lehetiink a technikai nehézségek jelentds részén, és amely erésen hozzajarult
a regularitas elterjedéséhez és mindennapi alapeszkozzé valasahoz.

A Blow-Up lemma legsikeresebb alkalmazdja Sarkozy Géabor és Szemerédi Endre.
Kiemelked§ sikeriik az Alon—Yuster-sejtés igazoldsa (Komlés Janossal [146], 2001) ami
egy beagyazasi tétel és amit sok hasonld kovetett. Pl. az alabbi két nagyhatasi cikk:
Gyarfas, Ruszinkd, Sarkozy G., és Szemerédi [109] (2007) utak harom szinezett Ramsey-
grafjairél, és Rodl, Rucinski, Szemerédi [191] (2008), amelyben ifj. Katona Gyula és Ki-
erstead (1999) egy Dirac-tipusi sejtését igazoljak aszimptotikusan hipergrafok Hamilton-
koreirdl.

A regularitast ritka grdfokra alkalmazva Hladky, Komlés, Piguet, Simonovits, Stein,
és Szemerédi [127] egy 4 részes, Osszesen tobb mint 200 nyomtatott oldalon egy mo-
numentalis, végteleniil 6sszetett, virtuéz bizonyitast adott a Loebl-Komlos—Sos-sejtés
aszimptotikus véltozatara. Ez az eredmény nagyon kozel van a fik Turan-szamérol
sz0l6 nevezetes Erdés—Sos-sejtéshez.

A regularitasi lemma szisztematikus alkalmazasai tovabbra is termékeny tertilet, a
fentieken kiviil emlitendé még Csaba Béla és Hajnal Péter munkéssiga.

A hipergraf reqularitas megalkotasaban az els¢ attorést Frankl és Rodl 3-uniform rend-
szerekrél szol6 két cikke hozta [84] (1992, 2002). (Frankl Péter 1998 6ta az MTA kiils6
tagja, évtizedek ota a Rényi Intézet kiils6 munkatarsa és, hasonloképp Bollobéas Bélahoz,
egyik tdmogatdja).

Graflimesz. Az elmult 30 év legnagyobb teljesitménye a nagy héalézatok tanulményoza-
sabdl kinétt graflimesz fogalom. Lovasz Laszl6 2012-ben egy nagyhatést konyvben [158]
foglalta Gssze a tanitvanyai (tébbek kozt Szegedy Baldzs) és munkatarsai (a magyarok
kozil T. Sés Vera, Vesztergombi Katalin) kozremiikodésével elért eredményeket [44,
45, 46]. Egyéb véges strukturdk limeszének vizsgalata is a modern kutatdsok fokuszaba
keriilt. El6zményként kiemelend6 egy énmagaban is nagyon fontos téma, a kvazivéletlen
strukturak elmélete, amelynek kidolgozoi koziil megemlitendd T. Sés Vera és Simonovits
Miklés [200]. Eredményeik a Property Testing témdjaban is alapvetoek.

Jelenleg ezen eredmények (a graphonok és graphingok) tulajdonsigainak kiterjesztése
folyik a stiri, a ritka és kozépstrt strukturakra. Ezek nagyon kiillonb6zo és egymastol jol
elkiloniilo kutatasi témék, amelyek figyelemre mélté mdédon Osszefiiggenek a mesterséges
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intelligenciat alkot6 hdlozatok kutatasdaval. A fent emlitetteken kiviil a legkivalobb ma-
gyar mivel6i: Backhausz Agnes, Elek Gabor, Frenkel Péter, Abért Miklos.

Grafok es hipergrdafok Turdn-szama. Minden tudoméanynak, a matematika minden dganak
fontos feladata a részstrukturak leirdsa. Kozponti kérdés, hogy a lokalis tulajdonsagok
hogyan befolyasoljak a globalis paramétereket. A kombinatorikaban az ilyen problémakat
altaldban Turan-tipusi kérdéseknek nevezziik. Az utolsé 30 évben itt is jelentds attorések
sziilettek, 0j jobb randomizalt fels6 becslések és szép algebrai konstrukciok. Emlitend6
Firedi két 1996-os cikke [89], amelyben aszimptotikat kapunk a K(3,3) és a K(2,t)
paros grafokra. Kollar Jénos, Rényai Lajos és Szabé Tibor [140, 12] (1996 és 1999)
végtelen sok teljes paros graf Turdn-szamanak nagysagrendjét. Azdéta a magasabb al-
gebrai eszk6zok bekeriiltek a kombinatorika sztenderd eszkoztaraba, tobbek kozt Elekes
Gyorgy [71], Kérolyi Gyula, és Pach Péter Pal [52] munkassaganak koszonhetéen.

Az els6 nem triviélis hipergraf Turan-limitjének kiszamitasat (miszerint a Fano-sikra
m(F7) = 3/4, Firedi és deCaen [49], 2000) két tovabbbi sporadikus eredmény kovet-
te (Fiiredi, Pikhurko és Simonovits [91] 2003, 2005) ugyanazzal a linkgraf modszerrel.
Masok is bekapcsolodtak (pl. Mubayi, Keevash, Rédl, Sudakov), ami végil a Razborov-
féle (2007) flag-algebra médszerhez vezetett, és elinditotta a téma azoéta is tarto virdgzasat.
Valéjaban mar az els6 cikkekben is ott voltak a mddszer alapelemei: részgrafok silyozott
leszamlalasa kombinalva pozitiv szemidefinit programozassal.

Részben e kérdések vezettek egy tjonnan felfedezett leszamldldsi modszerhez (cs-
ontainer’-ek) aminek egyik mestere Balogh Jézsef (egy korai eredmény Bollobéssal és
Simonovits-csal: [24]).

Rendezett struktirdk Turan-szama. Ez természetesen ad6do, de nagyon nehéz és bonyo-
lult téma. Tardos Gabor, Adam Marcussal kozosen [162] (2005) bizonyitottdk Firedi
Zoltan és Hajnal Péter egy sejtését, és ezzel a vele ekvivalens sokat vizsgalt Stanley—
Wilf-sejtést is. Tardos és Pach [176] (2006) dolgozata alapvetd, és megujitotta a rende-
zett részstrukturak extremdlis elméletét.

Természetesen a magyar kombinatorika ennél sokkal tobb. Pl Gyarfas Andras
tovabbra is a klasszikus particioproblémdk (Ramsey-tétel, szinezések, fedések) nem-
zetkozileg elismert vezetd kutatéja. Befejezésiil néhany tovabbi iskolateremto kutatot
emlitiink, akik eredményeikkel, tanitvanyaikkal nemzetkozileg is elsorangu kutatasokat
folytatnak: Katona Gyula és Gy6ri Ervin (extremaélis halmazrendszerek), Szényi Tamas
(véges geometridk), Tuza Zsolt (grafok, hipergrafok), Frank Andrds (kombinatorikus
optimalizalds), tanitvanyai kozil Fleiner Tamés és Jordan Tamés emlitend6 (akik az
alkalmazasokban igen fontos kiilonféle stabilitasi és merevségi problémakkal foglalkoz-
nak), Barany Imre (konvex alakzatok kombinatorikdja), Pach Janos (a robotikdban és
a szamitogépes grafikdban is alkalmazhaté diszkrét geometria).

(Szerkesztette: Fiiredi Zoltan, Ronyai Lajos és Simonovits Miklés)
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7. Szamelmélet

Az Erdés Pal és Turan Pal altal kezdeményezett magyar szamelméleti kutatasok
immar csaknem 100 éve folynak magas szinvonalon, amelyeket nemzetkozi és hazai el-
ismerések, dijak sora Ovez. Jelenleg is az MTA tiz rendes tagja foglalkozik déntden
vagy részben szamelméleti kutatdasokkal. A kulfoldi elismerések koziil a legnevesebbek
a norvég akadémia Abel-dija, az Amerikai Matematikai Tarsulat Leroy P. Steele-dija
és a svéd akadémia Rolf Schock-dija (Szemerédi Endre), tovabba nagy hagyomanyt az
Amerikai Matematikai Tarsulat 90 éve alapitott Cole-dija (Pintz Janos). Az Eurépai
Tudomdanyos Tandcs (ERC) 2008 6ta 21 magyar kutaténak odaitélt Advanced Grant
kutatasi dijat két izben nyerték el magyar kutatdk (legalabb részben) szamelméleti
projekttel (Pintz Janos, ill. Szemerédi Endre). Az utébbi 30 évben két szdmelméleti
témaju eldadasra kért fel a Nemzetkozi Matematikai Unié négyévente megrendezett
kongresszusan magyar kutatokat, Pintz Janost és Ruzsa Imrét. Az Eurépai Akadémia
(Academia Europaea) 201 matematikus tagja koziil 6t magyar kutaté foglalkozik részben
vagy egészben szamelmélettel (Gy6ry Kalman, Pintz Janos, Ruzsa Imre, Szemerédi End-
re, T. Sés Vera). A Lengyel Tudoményos és Miivészeti Akadémia Gyéry Kalmant, az
Amerikai Tudoméanyos Akadémia és a Norvég Tudomanyos és Miivészeti Akadémia Sze-
merédi Endrét valasztotta tagjai kozé. A hazai elismerések koziil kiemelkedd a Sze-
merédi Endrének adoméanyozott Magyar Erdemrend Nagykeresztje és a Szent Istvan-
rend, de szintén nagy elismerés a szamelméleti kutatasokkal (is) foglalkoz6 7 kutaténak
odaitélt Széchenyi-dij (Gyéry Kélméan, Kétai Imre, Pintz Janos, Ronyai Lajos, Sarkozy
Andrés, Szemerédi Endre, T. Sos Vera), az Akadémia Aranyérme (T. Sés Vera), és a
Prima Primissima alapitvany két Prima-dija is (Pintz Jédnos, Szemerédi Endre). A Ma-
gyar Erdemrend kozép- vagy tisztikeresztjét 5 kutatd nyerte el dontéen vagy részben
szamelméleti munkdassaga alapjan (Gyo6ry Kéalman, Haldsz Gébor, Kétai Imre, Pethd
Attila, T. Sés Vera). Harcos Gergely vezet egy MTA Lendiilet kutatécsoportot.

(Szerkesztette: Pintz Janos)

Analitikus szamelmélet: automorf formdk. Az automorf formak szimmetridkban gazdag
harmonikus hulldmok, a kiillonféle harménidkat L-figgvények kodoljak el (a legklasszi-
kusabb L-figgvény a primszamok elméletében alapvet$ Riemann-féle dzétafiiggvény).
Az automorf formakrol és az automorf L-fiiggvényekrol szol a szamelmélet szamos hires
és rendkiviil nehéz problémdja (pl. altalanos Riemann-sejtés, Ramanujan—Selberg-sejtés,
Langlands-program), és rajtuk keresztiil kapcsolédik a szémelmélet a matematika tobb,
latszélag tavol eso tertiletéhez. Az automorf formak értelmezési tartomanyai érdekes
geometriai objektumok, amelyek tobbek kozott Abel, Bolyai, Riemann és Klein munkai
sorén keriiltek az érdeklédés homlokterébe. Téth Arpad (kiilfoldi tarsszerzokkel) a hi-
perbolikus sikbol szarmazé klasszikus Riemann-felilletek zart geodetikusait vizsgélta,
ami tobbek kozott a Ramanujan-féle modularis forma hamisitvanyok 4j konstrukciojat
és valos kvadratikus szamtestek 14j invariansait eredményezte. A zart geodetikusok
metszési szamainak automorf leirdsa meglep6 hidat alkot a Lorenz-féle dinamikai rend-
szer és a szamelmélet kozott. Harcos Gergely és Maga Péter (kiilfoldi tarsszerzokkel)
jelentos eredményeket ért el az automorf formék és automort L-fliggvények becslése,
illetve a kivételes automorf spektrum lesziikitése terén. Az ilyen tipusu becslések ki
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tudjak valtani az emlitett mély sejtéseket bizonyos konkrét alkalmazasokban, pl. a zart
geodetikusok térbeli és szambeli eloszlasanak vizsgalataban. A szambeli eloszlast leird
primgeodetikus tételekben fontos javitast ért el Balog Antal, Bir6 Andras és Zabradi
Gergely (kulfoldi tarsszerzékkel). A Langlands-program p-adikus kiterjesztése a 2000-
es években keriilt el6térbe a modularitasi sejtések bizonyitdsa soran. Zabradi Gergely
kapcsolatot 1étesitett p-adikus automorf reprezentaciok, illetve Galois-csoportok direkt
hatvanyainak reprezentaciéi kozott.

Analitikus szamelmélet: kvadratikus szdmtestek. A kvadratikus szamtestek osztalysza-
manak vizsgalata klasszikus téma, Gaussig nyulik vissza, és maig a szamelmélet egyik
legfontosabb teriiletének szamit, mert Osszefligg a Riemann-sejtéssel rokon Siegel-gyok
problémaval.

Az egy osztalyszamu testek azért érdekesek, mert ezek allnak legkozelebb a raci-
onalis testhez: e testekben létezik egyértelmii primfelbontas. Az imaginarius esetben
Gauss-sejtésként véges listat adott az egy osztalyszamu testekrol, ezt csak az 1950-es,
1960-as években igazoltdk (Heegner, Baker, Stark). A valds esetrdl szolé Gauss-sejtés
szerint végtelen sok egy osztalyszamu test van; ez mdéig nyitott. De valdés kvadratikus
testek egyes csalddjai (ahol a fundamentélis egység kicsi) hasonléak az imaginérius tes-
tek csalddjahoz. Egy-egy ilyen valds csalddra Chowla (1976), ill. Yokoi (1986) adott
sejtésként véges listat az egy osztalyszamu testekrol. E sejtések az imaginarius Gauss-
sejtés analogonjai voltak. Nehézségiiket az adta, hogy esetiikben a Heegner—Baker—
Stark-tételre ismert bizonyitasok egyike sem miikodott. A Chowla- és a Yokoi-sejtést
Biré Andrés (2003) oldotta meg. Bizonyitdsédnak fontos elézménye volt Beck Jozsef [27]
cikke, amelyben részeredményeket bizonyitott.

Analitikus szamelmélet: primszamelmélet. Az analitikus szamelmélet az egész szamok
vagy azok altalanositasait képezo strukturak oszthatosaggal kapcsolatos tulajdonsigait
vizsgédlja az analizis modszereinek segitségével. Egyik legfontosabb teriilete a primszam-
elmélet, amely a primszamok, azaz a maradék nélkiil csak eggyel és onmagukkal oszt-
hato, egynél nagyobb szamok viselkedését, valamint az egész szamok végtelen soro-
zataban val6 eloszlasat vizsgalja. Az egész szamok Osszeaddsra tekintett, in. additiv
strukturaja rendkiviil egyszerti, minden pozitiv egész szamot megkapunk, ha az 1-es
szamot kelloképp sokszor 0sszeadjuk onmagéaval. A szorzasra tekintett, in. multiplikativ
struktira mar osszetettebb, de mar 2300 éve j6l ismert (bar csak 1801-ben nyert Gauss
altal egzakt bizonyitast). A primek atomokként viselkednek, azaz minden 1-nél nagyobb
pozitiv egész a sorrendtdl eltekintve egyértelmiien irhaté fel primek szorzataként. Ez a
szamelmélet alaptétele. Ugyanakkor a multiplikativ és additiv strukturak kapcsolatait
leir6 szinte legegyszerlibb jelenségek is mindmaig bizonyitatlan sejtések. Ilyen pl. a
valoszintileg kétezer éves ikerprim-sejtés, amely szerint végtelen sokszor, azaz minden
hataron tul talalunk tjabb és ijabb ikerprim-parokat, azaz olyan primparokat, amelyek
kilonbsége kett6. Az ezredfordulokor még csak azt tudtuk, hogy minden hatdaron tul
talalunk az atlagos tavolsag legfeljebb egynegyedénél kozelebb esé primparokat (ez az
atlagos tavolsag a primekkel egytitt n6, x kortli primekre az x szam természetes alap lo-
garitmusa, ami ardnyos a prim jegyeinek szamaval). 15 éve Pintz Janos tarszerzokkel iga-
zolta, hogy ez negyedrész helyett akarmilyen kis fix tortrészre is igaz. Egy évtizeden beliil
az altaluk adott modszerek finomitasaval kinai és angol kutatok, valamint eredményeiket
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tovabbfejlesztve egy — két magyar kutatét, Pintz Janost és Harcos Gergelyt is magaban
foglalé — nemzetkozi kutatéesoport (Polymath8) igazolta, hogy egy abszolit korldtnal,
246-nal nem nagyobb kiilonbség is végtelen sokszor fordul eld, ami hatalmas attorés az
ikerprimsejtés megkozelitésében. Egy masik hires sejtés Goldbachtol szarmazik, 1742-
bol. Eszerint minden kettonél nagyobb paros szam el6all két prim Osszegeként. A sejtést
csak szaz éve sikertilt el0szor megkozeliteni. Azota tobb kiilonféle, gyakran igen pon-
tos megkozelitése létezik, amelyek bizonyitasdban magyar kutaték is fontos szerepet
jatszottak. Példaul Pintz Janos és Ruzsa Imre igazolta, hogy ha (kissé leegyszeriisitve)
egy barmilyen nagy paros szamban legfeljebb nyolc binaris jegyet megvaltoztatunk, ak-
kor a kapott szam mar el6all két primszam osszegeként. Pintz Janos eredménye egy
masik kozelités, mely szerint, ha esetleg léteznek is, igen ritkan fordulnak el6 olyan
péros szamok, amelyek nem irhatdk fel két prim 6sszegeként (az x-nél kisebb ilyen paros
szamok szama legfeljebb x 3/4-ik hatvanya).

(Szerkesztette: Biré Andras, Harcos Gergely és Pintz Jénos)

Diofantikus szdmelmélet. A modern diofantikus szdmelmélet a matematika igen di-
namikusan fejlodo, szamos alkalmazassal jaré tertilete, amelynek tobb mint kétezer
éves multja van. Olyan egyenletekkel és egyenlttlenségekkel foglalkozik, melyek meg-
oldasai egész, illetve raciondlis szamok vagy kiilonféle altalanositasaik. Az 1970-es
évek ota Gyory Kalméan vezetésével miikodik Debrecenben egy tanitvanyaibdl és azok
tanitvanyaibol allo 1520 f6s diofantikus szamelméleti kutatocsoport. A leghatékonyabb
modszereket altaluk kidolgozott eljarasokkal kombinalva mind az elmélet, mind az al-
kalmazasok terén kimagasld, uttord jellegli eredményeket értek el 1989 el6tt és utan
egyarant.

A diofantikus szamelmélet legfontosabb, legtobb alkalmazassal jaré végtelen egyen-
letosztalyai kozé tartoznak az egységegyenletek, széteso forma egyenletek, diszkrimindns/
index forma egyenletek, elliptikus/szuperelliptikus egyenletek és kulonféle dltalanositasaik.
A kutatocsoport tagjai mind 1972 és 1989 kozott, mind azdta szamos altalanos effektiv
fels6 korlatot nyertek ilyen egyenletek megoldasaira [118, 120, 97, 98, 76, 77]. Az elsé
harom egyenletosztaly esetén elséként szolgaltattak altalanos elméleti algoritmusokat a
megolddsok megkeresésére [118, 76, 77]. Ezzel a kétismeretlenes polinomidlis egyenle-
tek Baker altal kidolgozott effektiv elméletét kiterjesztették tetszdleges ismeretlenszamu
egyenletekre [118, 76, 77]. Eredményeik jelent6ségét noveli, hogy nem létezik univerzalis
eljaras valamennyi diofantikus egyenlet megoldasara.

Lagrange, Gauss, Hermite, Delone, Faddeev és Nagell legfeljebb harmadfoku esetre
vonatkozo klasszikus tételeit messzemenden altalanositva, teljes altalanossagban, tetszo-
leges fokszam esetén kidolgoztak az adott diszkriminansi egész egytitthatos polino-
mok, binér formak és szétesé formak szamos fontos alkalmazéssal jaré effektiv redukcios
elméletét kvantitativ formaban [118, 77]. Egyik legfontosabb alkalmazasként dltalanos
algoritmusokat adtak tetszéleges algebrai szamtestben index forma egyenletek meg-
oldéséra, hatvany egész bazisok meghatarozasara, a monogenitas eldontésére [118]. Alta-
lanositésok és tovabbi alkalmazasok végett lasd [77].

Az 1980-as évektol kezdve az altalanos elméleti algoritmusaikat 1j oOtletekkel ki-
egészitve és az L3 algoritmust [157] felhaszndlva els6k kozott dolgoztak ki olyan eljardso-
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kat, amelyek nagyszamu konkrét egyenlet és bizonyos paraméteres egyenletcsaladok
esetén szamitogép felhasznalasaval lehetévé teszik az Osszes megoldas meghatdrozasat
(97,98, 120, 77, 92]. Egyben meghonositottdk Magyarorszagon a szamitdgépes szamelméletet,
amelynek Peth6 Attila a vezetd személyisége.

Az index forma egyenletek megolddsara nyert altaldnos algoritmusuk [118] kiilonésen
latvanyos tovabbi fejlédést inditott el, arra alapozva jelenleg Debrecenben [77, 92] és
tobb kilfoldi kutatdcsoportban foglalkoznak konkrét index forma egyenletek numerikus
megoldasaval.

Az altalanos algoritmusokat szolgaltatd elméletiiket J.-H. Evertse holland kollégaval
kozosen a lehetd legaltaldnosabb, algebrai és transzcendens szamokat is tartalmazo
végesen generdlt alaptartomanyok esetére is kiterjesztették [30, 29, 78], ami varhatéan
komoly hatéast fog gyakorolni a diofantikus geometria tovabbi fejlodésére.

Eredményeik egy sor régi probléma megoldasat tették lehetévé szamukra, és az al-
gebrai szamelmélet mellett igen fontos alkalmazasokhoz vezettek egyebek kozott az irre-
ducibilis polinomok elméletében, valamint altalanositott szamrendszerekre vonatkozdan
(147, 7, 8].

Tovabbi kiemelked6 eredményeik kozé tartozik Schmidt-norma formaegyenletekre
vonatkoz6 eredményeinek jelentés altalanositasa, nevezetesen a szétesd formaegyenle-
tek megolddshalmaza szerkezetének feltardasa [119], az aszimptotikusan legtobb n-edik
hatvanyt tartalmazé szamtani sorozatok teljes leirdsa [123], a Fermat-féle egyenletre vo-
natkozo hires Wiles-tétel kiterjesztése dltalanosabb ternér egyenletekre [28], valamint a
hatvanyosszegek polinomértékeire, szamtani sorozatok egymaésra kovetkezd tagjai szor-
zatdban talalhato teljes hatvanyokra [122], és a binom Thue-egyenletek megoldasaira vo-
natkozé tételeik [121, 28], és a 2-nél tobb ismeretlenes S-egység egyenletek megoldasara
kidolgozott hatékony heurisztikus algoritmusuk [34].

A nemzetkozi élvonalhoz tartozé kutatocsoport széleskori nemzetkozi egyiittmii-
kodés keretében végzi kutatasait. Az elmult 30 évben nyert eredményeiket sok szaz
dolgozatban és a [118, 76, 77, 92, 78] konyvekben publikaltdk. Eredményeikért egy sor
hazai és nemzetkozi elismerésben részestiltek.

Eredményeikrol, munkassagukrol részletesebb ismertetés talalhaté a kutatdcsoport
http://ntrg.math.unideb.hu/ honlapjan, valamint a kutaték onnan elérheté honlapjain.

(Szerkesztette: Gyéry Kélman, Pethé Attila és Hajdu Lajos)

Kombinatorikus szamelmélet, additiv kombinatorika. A kombinatorikus szamelmélet
igazi hugarikum, kezdeményez6i Erdos Pal és Turan Pal, akik rengeteg problémat fo-
galmaztak és oldottak meg e téren, és szamos megoldatlan problémat hagytak maguk
mogott. FEzek olyan szamelméleti problémaék, amelyek valamilyen szempontbdl kombi-
natorikus jellegtieck. Megoldasuk lényegében iigyes magyar kombinatorikus elemi meg-
gondolasokon, illetve az analizis eszkozeinek (Fourier-analizis, exponencidlis 6sszegek)
alkalmazasan és ezek o6tvozetén mult.

A 90-es években komoly valtozasok torténtek e téren: algebrai modszerek, illetve
geomeriai modszerek felfedezése, alkalmazasa. Ezen mddszerek kidolgozasa jorészt ma-
gyar matematikusok nevéhez flizodik. Kideriilt az is, hogy ez a hegemodnia mas tertile-
tekre, példaul a statisztikus fizikara is hatassal van.
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[gazi attorést jelentett, amikor a késébb Fields-érmet elnyert Terence Tao, aki korab-
ban els6sorban differencialegyenletekkel foglalkozott, raérzett arra, hogy ezen a tertileten
mennyi fontos és érdekes kérdés akad. Részben az 6 munkassdganak koszonhetden az
additiv kombinatorika elnevezés valt inkabb elfogadotta, ami mar egy sokkal tagabb
tertiletet foglal magaban, hiszen itt szamos kiilonboz6 teriilet egymaéasra valé hatasarol
van sz6. Ennek kovetkezménye, hogy az alapvetéen nagy kombintorikai iskola, amelynek
élvonalbeli képvisel6i Lovasz Laszlo és Szemerédi Endre, még nagyobb elismerést kaptak
vilagszerte.

Tao vetette fel a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié értelmezését diszkrét struk-

tuarakban. Ezt a paradigméat magyar kutatoknak sikeriilt altalanositaniuk és bizonyi-
taniuk [38].

Erdés és Heilbronn 1964-ben fogalmaztak meg egy sejtést 6sszeghalmazokkal kapcso-
latban, ami a hires Cauchy—Davenport-tétel analogonja lett volna. Noha az utébbi tétel
kombinatorikus eszkozokkel igazolhatd, a sejtésre azéta sem sziiletett hasonld jellegii
valasz. Az elsd bizonyitas 30 évvel késébb sziiletett algebrai alapokon, majd nemsokara
egy amerikai—izraeli-magyar szerzéharmas egy sokkal attekinthetébb szamelméleti bizo-
nyitast talalt, ami végil elvezetett a polinom-médszer feltaldlasahoz [11]. Ez igen széles
korben alkalmazhaté, példaul grafelmélet, véges geometriak, Kakeya-sejtés, Roth tipusi
problémdk [52]. Ennek segitségével taldltak magyar kutatok strukturdlis tételt az ere-
deti problémaval kapcsolatban. Végiil a mddszer tovabbfejlesztésével, orosz kollégakkal
egyuttmiikodve megadtak a tétel legegyszeriibb bizonyitasat, és megoldottak egy sta-
tisztikus mechanikai problémat, amely mar 20 éve izgatta a fizikusokat [136].

Az additiv kombinatorika egyik centralis problémaéja, hogy egy additiv struktira-
ban, példaul a valés szamok korében, ha az A véges halmaz A + A 6sszeghalmaza kicsi,
akkor milyen szerkezetii kell, hogy legyen az A halmaz [190]. Vagy ha csak kevesebbet
kovetelink meg, hogy statisztikusan sok A-beli par kevés kiillonb6zo 6sszeget hatdarozzon
meg, akkor milyen szerkezetiinek kell lennie az A halmaznak [23]. Az ezekre a kérdésekre
adott, dontéen magyar kutatoktol szarmazo valaszoknak messzire nyuld kovetkezményei
vannak a kombinatorikaban, de a csoportelméletben is.

Az elobb emlitett struktiratétel sugallja, hogy vagy az A + A Osszeghalmaz, vagy az
AA szorzathalmaz nagy kell, hogy legyen. Hogy mennyire nagy, az még nem eldontott,
az eredmények evolicidja magyar sikertorténet, talan meglepd, hogy leghatékonyabbnak
kiillonb6z6 geometriai modszerek bizonyulnak, példaul pont-egyenes illeszkedési becslések
alkalmazdasa [70], [201]. Még meglep6bb, hogy az 6sszeg-szorzat becslések dontd szerepet
jatszanak olyan exponencialis 0sszegek becslésében, amelyek kordabban reménytelennek
tlintek.

A statisztikus struktiratétel fontos eleme Gowers bizonyitasanak a Szemerédi-tételre,
ezaltal a van der Waerden-szam korabban asztronomikus becslése jelentos javitasanak
[104]. Tovabba, hogy 6tvozve a Primszamelmélet cimii részben leirt eredményekkel,
Green és Tao megmutatta, hogy a primszamok sorozataban van tetszélegesen hosszi
szamtani sorozat [108]. Ez a modern szamelmélet egyik leglatvanyosabb sikere.

(Szerkesztette: Balog Antal és Karolyi Gyula)
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Pszeudovéletlen strukturdk. A szamitégépek megjelenése a szamelmélet fontos feladatava
tette a kiillonbozo véletlenszerti, un. ,pszeudovéletlen” strukturak konstrukciojat és ta-
nulméanyozasat. igy a numerikus analizisben fontos szerepet jatszanak 0 és 1 kozotti
valés szamok pszeudovéletlen sorozatai (ezzel a kérdéskorrel Niederreiter osztrdk ma-
tematikus és tarsszerzoi foglalkoztak), mig a kriptografidban (az tn. Vernam-féle tit-
kositasi algoritmus kapcsan) pszeudovéletlen bitsorozatokra van sziikség. Az utébbiak
modern, gyakorlati célokra is alkalmazhaté elméletét magyar kutatok (Gyarmati Ka-
talin, Pethé Attila, Sarkézy Andrés) dolgoztédk ki francia és (kisebb részben) német
kutatok kozremiikodésével az elmult 25 évben. E kutatdcsoport kifejlesztette az ilyen
sorozatok vizsgalatara vonatkozd technikat; e technika segitségével létrehoztak ercs
pszeudovéletlen tulajdonsdgokkal rendelkez6 binaris sorozatok készitésére vonatkozo al-
goritmusokat, kidolgoztdk az ilyen algoritmusok biztonsagos hasznélatara vonatkozé
feltételeket és olyan konstrukciokat, amelyekben e feltételek teljesiilnek. Tovabba meg-
alkottdk ennek az elméletnek a két dimenziora vald kiterjesztését is, amely alkalmazhaté
bittérképek titkositasara, vizjelezésre, valamint szteganografidban is. Tovabba megmu-
tattak, hogy a leirt eredmények adaptalhatok tobb mas tertileten is, igy példaul a pszeu-
dovéletlen fak és grafok konstrukcidjara, valamint véges halmazokbdl pszeudovéletlen
részhalmazok kivédlasztasara. Azt is igazoltdk, hogy szoros kapcsolat van a pszeu-
dovéletlen szamsorozatok Niederreiter-féle elmélete, illetve a pszeudovéletlen bindaris so-
rozatok vizsgéalata kozott, és ez a kapcsolat mindkét tertileten hasznosithato.

(Szerkesztette: Sarkozy Andras)

8. Szamitastudomany

A szamitastudomany a matematika legfiatalabb teriiletei kozé tartozik. A szamitogé-
pek megjelenése hivta életre az 1900-as évek kozepétdl. Elso jelentés hazai miivel6je
Kalmar Laszlé volt, aki nagyon sokat tett a szamitogépekkel kapcsolatos oktatas és
kutatas elinditasaért. A szamitastudomanynak a magyar kutatdsok szemszogébdl is
kiemelkedd jelentGségti része foglalkozik a hatékony szamitasi eljardasok — szokasos szak-
kifejezéssel algoritmusok — tervezésével és tulajdonsigaik tanulmanyozasaval. Algorit-
musokkal koztudottan mar az okori gorogok is foglalkoztak. Késébb més tudomanyok
igényei a matematikai szamitasok kidolgozasanak mozgatérugoiva valtak. A szamito-
gépek térhoditasaval valt vilagossa, hogy nem elegendé csupan az algoritmusok 1épés-
szamanak végességére torekedni, hanem sziikség van a hatékonysag finomabb mérésére.
Ez vezetett tobbek kézott a hatékony szamitasi eljarasnak megfelel6 polinomidlis algorit-
mus fogalmahoz. A szamitastudomany tertiletén igen hamar, mar a nyolcvanas években
sziillettek kiemelked6 eredményeink. FEzek kozé tartozik az Arjen Lenstra, Hendrik
Lenstra és Lovasz Laszlé altal kidolgozott racsredukcié modszere, valamint annak alkal-
mazasaként az elsé hatékony algoritmus racionalis egytitthatos polinomok felbontasara
[157]. Nagy visszhangot kivalté korai eredményeknek tekinthet6k Ajtai Miklés, Komlds
Jénos és Szemerédi Endre optimalis parhuzamos algoritmusa az adatrendezés feladatara
6], valamint a Michael R. Fredman, Komlés Janos és Szemerédi Endre altal altal kidol-
gozott gyors és helytakarékos adattarolasi és elérési modszer [86]. Babai Laszl6 dolgozata
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[14] az interaktiv bizonyitdsok nagy jelent&ségii elméletének egyik alapitdja, elinditdja
lett.

A kovetkezékben korvonalazunk néhany nagy hatast magyar eredményt az 1989—
2019 kozotti idoszakbol:

Kombinatorikus algoritmusok. A szamitasi eljardsokkal szemben fontos és természetes
igény, hogy a kapott objektum helyességének kozvetlen ellenorzésére egyszerii igazolvany,
un. jo6 karakterizacié alljon rendelkezésre. Jo karakterizaciora Konig és Egervary klasszi-
kus tételei [148, 67] jelentették az egyik els6 példat. Kuhn [151] ezekre alapozott polino-
midlis algoritmusa Magyar modszer néven terjedt el a vilagban. Kideriilt azonban, hogy
korlatozott az olyan problémék kore, ahol polinomidlis algoritmus és j6 karakterizacié
létezik, és a szamitasi problémak egy jelentOs részénél erre nincs is remény: ilyenek az
un. NP-nehéz feladatok. Emiatt nagy jelentoségii, ha egy 1j problémaosztalyrol sikeriil
kimutatni, hogy létezik hozza j6 karakterizacié. 1990-ig ez utébbi problémak donto tobb-
sége olyan volt, hogy az altalanosabb, koltséges vagy silyozott valtozatokat is lefedték.
Frank Andras [81, 82, 83|, munkatarsaival, 1990-t6] kezdve egy 1j kaput nyitott meg jél
karakterizalhato problémak egy olyan széles osztalyat feltarva, ahol a koltséges valtozat
mar NP-nehéz. Eppen ez a tulajdonséag jelzi, hogy az itt megoldott problémak valoban
fiiggetlenek a kordabban megoldottaktél. Ennek révén valt példaul lehetové a halézatok
altalanos Osszefiiggéség-novelési probléméinak hatékony megoldésa. Az eredmények az
eltelt harom évtizedben mai napig tarté vizsgélatokat inditottak el (lasd pl. [31, 32, 33]).

A pakoldsi problémak a kombinatorikus optimalizalas széles korben alkalmazott, sokat
vizsgalt feladatai. Az alapfeladatban (ladapakolds) targyakat kell elhelyezni a lehet&
legkevesebb azonos kapacitasu ladaba. A probléma, amelyet el0szor D. Johnson vizsgalt
részletesebben, NP-nehéz; a kozelité megoldasok keresése a témakor legizgalmasabb fel-
adatai kozé tartozik. Az itt feltett kérdések tobb mas tertileten inspirdltak kutatasokat.
Csirik Janos a ladapakolési probléma tobb véltozataval foglalkozott eredményesen. Ki-
emelhet6 a [53] dolgozatban elért eredmény, amely szerint egy, a legkisebb négyzetek
modszerén alapuld eljarascsalad atlagos viselkedésben az addigi legjobb moddszereket
szolgaltatja. A problémakort azéta is intenziven kutatjak Magyarorszagon is.

Véletlennel ellendrizhetdé bizonyitdsok. A témakor a korabban emlitett interaktiv bi-

zonyitasok iranyabdl indult, és az algoritmikus feladatok osztélyozasaval foglalkozd szami-
tasi bonyolultsag elméletének egyik legfontosabb agava vélt. A tertilet kiemelked6

eredménye szerint az NP-beli feladatokhoz létezik hatékony, holografikus bizonyitéas,

amelyet elegendd kis (konstans) szamu helyen megvizsgalni a helyességének ellenérzéséhez.
Az ellen6rz6 algoritmus véletlent hasznalhat, de erdsen korlatozott mértékben. A tobb

egymasra épiillé dolgozat részben magyar kutatok, Babai Laszlo, Lovasz Laszld, Sze-

gedy Mari6 munkéja is [17, 79], koziilik az utébbi tanulmény Godel-dijban részestilt.

A véletlennel ellenérizheté bizonyitasok erds eszkozoket nyujtanak az optimumkeresd

feladatok kozelité valtozatainak elemzéséhez: segitségiikkel tobb ilyen kozelito valtozat

nehézségét sikertilt kimutatni.

Grafizomorfizmusok. Grafnak neveziink egy olyan X strukturat, ahol adott a pon-
tok egy V halmaza, valamint élek (azaz pontpéarok) egy E halmaza. A gyakorlatban
el6fordulé grafok kozil az egyik legismertebb a Facebook-graf (itt az élek a Facebook-
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ismerdsok kozott futnak). A grafizomorfizmus probléma (réviden 1Z0O) a kévetkezd
szamitasi feladat: dontstik el, hogy két adott véges graf ugyanaz-e, azaz dontsiik el, hogy
van-e olyan kolcsonosen egyértelmii leképezés a csticshalmazok koézott, amely mindkét
irdanyban megérzi az éleket. Altaldnosabban azt is vizsgalhatjuk, hogy két adott kombi-
natorikus struktura valdjaban ugyanaz-e. Szamos ilyen jellegli probléma visszavezethetd
az 1720 probléméara. Babai Laszl6 a korabbiaknal nagysagrendekkel hatékonyabb, tn.
kvézipolinomialis médszert talalt az IZO feladat megolddséra [15]. Az eredmény az 1Z0O
feladatot a nagyon nagy (exponencialishoz kozeli) munkaigényti feladatok koziil a haté-
konyan (polinom id6ben) megoldhatdkhoz kozel helyezi, ezzel igen komoly és sok szakérté
szamara meglep6 elorelépést érve el. Az eredményt a vilag matematikus tarsadalma nagy
érdeklédéssel fogadta, és a 2010-es évtized legnagyobb szamitastudomanyi attoréseként
innepelte.

Algoritmikus Lovdsz-féle lokdlis lemma. A Lovéasz-féle lokalis lemma (1975) [74] nagyon
széles korben hasznalhatéo modszer arra, hogy bizonyos kritériumoknak megfelelé kom-
binatorikai strukturak létezését bizonyitsuk. Az els6 alkalmazasa az volt, hogy ha egy
k-uniform hipergrafban minden hiperél legfeljebb 2¥~!/e — 1 mdsikat metsz, akkor a
csucsok kétszinezhetok anélkiil, hogy monokromatikus hiperél keletkezne. A lemma
eredeti bizonyitasa azonban nem konstruktiv, azaz nem olvashaté ki beldle hatékony
algoritmus egy ilyen szinezés megtalalasara.

A lemma els§ algoritmikus valtozatat Beck Jozsef adta 1991-ben, [26], de ebben a
numerikus feltétel sokkal er6sebb megszoritast tartalmazott (az eléz6 szinezési feladat-
ban ez a feltétel a metsz6 hiperélek szaméara vonatkozik). Robin Moser és Tardos Gabor
2010-es cikke, [173] (illetve bizonyos specidlis esetekben Moser egy megel6zé cikke) adta
az els6 olyan algoritmikus valtozatot, amely méar a lemma eredeti feltételei mellett is
miukodik. Az altaluk megadott véletlen algoritmus nagyon egyszerii, a fenti szinezési
feladat esetében abbodl all, hogy el6szor uniform véletlen kétszinezéssel préobalkozunk,
majd amig van monokromatikus hiperél, addig valasztunk egy tetszéleges ilyet, és a
benne szereplo cstcsokat véletleniil és uniform modon djraszinezziikk. Ha a Lovész-féle
lokalis lemma feltétele teljesiil a hipergrafra, akkor ez az eljaras varhatéan a hipergraf
méretében linearis szamu iteracié utan véget ér egy megfelel6 kétszinezés megtaldlasaval.

Ujjlenyomat-kodok. Digitalis dokumentumok masolasvédelmének egyik lehetséges eszkoze,
hogy a dokumentum minden példanyaba egy-egy (kiilonb6z6) azonosité kédot (ujjlenyo-
matot) rejtiink el. igy, ha illetéktelen helyre kertil a dokumentum, mindjart az is kidertil,
ki juttatta el oda. Ez a mddszer csak akkor miikodhet, ha a felhasznalé nem talalja meg
a dokumentumba rejtett kédot, mert ellenkezd esetben egyszertien kitorolheti azt. Nem
tudjuk azonban megakadalyozni, hogy felhasznaldok egy csoportja ugyanannak a doku-
mentumnak tobb kiilonboz6 ujjlenyomattal megjelolt példanyat osszehasonlitsa, és ekkor
megtalaljak az eltéréseket és ezzel az elrejtett ujjlenyomat nagy részét. Nehéz olyan ujjle-
nyomat-kédot tervezni, amelynél a fel nem tart kevés pozicié (ahol az Osszehasonlitott
dokumentumokba rejtett ujjlenyomatok megfeleld bitjei véletleniil megegyeznek, igy rej-
tettek maradnak) nagy valészintiséggel elég legalabb az egyik résztvevé megtaldlasara.
Ilyen (tn. Osszejatszas ellen védett) ujjlenyomat-kédokat elészor Dan Boneh és James
Shaw talalt 1998-ban, de 0k a sziikségesnél sokkal hosszabb kodot konstrudltak. Tar-
dos Gabor nagyon egyszerli és sokkal rovidebb, Osszejatszas ellen védett ujjlenyomat
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kédokat taldlt 2003-ban [210, 211], és egyben bebizonyitotta, hogy az altala konstrualt
kodok hossza konstans szorzotol eltekintve optimalis.

Monte-Carlo fa-keresés. 1tt egy szamitasi eljarasrol, dontési folyamatokban, leggyakrab-
ban jatékokban, hasznalt heurisztikus algoritmusrél van szé. A legjelentésebb valtozatat,
az UCT algoritmust, Kocsis Levente és Szepesvari Csaba fejlesztette ki 2006-ban, azon-
nali attérést hozva ezzel a Go jatékot jatszé programok vildgaban [139, 100]. Az algorit-
mus véletlenszert ttvonalakkal épiti a fat. A csomdépontokban egy uin. tébbkart rabld
algoritmust hasznalva, elsésorban a sikeresebbnek tiiné lépések felé iranyitja a keresést,
de a minden esetet megvizsgald bejaras otletét is alkalmazza. A kozelmultban az UCT
algoritmus valtozataira épiilt jatékprogramok tulszarnyaltdk a legjobb Go-jatékosokat,
és tobb mas jatékban is a legerésebbnek szamitanak. A moédszert dltalanosabb dontési
feladatok megoldédsara is alkalmaztak tobb tertileten, ahol szimuldlt modell segitségé-
vel lehet tervezni. Az eljaras gyakorlati sikere mellett a szerzdk bizonyitottak, hogy az
UCT algoritmus elméleti szempontbdl is megalapozott: aszimptotikusan konvergal az
optimalis stratégidhoz. A hatasat bizonyitja a tobb mint 2500 hivatkozas is.

Programok elemzése. A szamitégépek kapacitasanak rohamos névekedésével egytitt a
szoftverrendszerek mérete is jelentésen megnovekedett. Komoly kihivast jelent az ilyen
nagy méretili, sokszor tobb évtizede miikod6 rendszerek mindségének vizsgalata, karban-
tarthatosaguk novelése.

A forréskéd elemzésével a programelemekhez (pl. eljardsok) szamértékeket, szoftver-
metrikakat rendelhetiink. Ilyen példaul az adott programelem mérete vagy a csatolasi
metrika, amely megmutatja, hogy a programelem mennyire szorosan kapcsolddik a tobbi-
hez. Gyimoéthy Tibor kollégaival 2005-ben publikalt egy cikket az IEEE Transactions
on Software Engineering folyé6iratban [115], amelyben megmutattak, hogy a szoftver-
metrikak és a szoftverek mindsége kozott szoros kapcsolat van. Ipari méretii szoftveren
(Mozilla) igazoltak, hogy a magas csatolasi metrika értékii programelemek a leginkabb
sérilékenyek. Ez volt az els6 kozlemény, amely valds, nagy méretii szoftver esetében
igazolta a szoftvermetrikak és a szoftvermindség kapcsolatat. Ennek koszonhetéen az
eredmény nagy nemzetkozi érdeklédést valtott ki (tobb mint 900 hivatkozas van a dol-
gozatra).

Automatdk és formdlis nyelvek. Az elmélet Stephen C. Kleene és Noam Chomsky
munkassagéanak hatasara alakult ki az 1960-as években. Azéta kiszélesedett és szamos
teriileten alkalmazdst nyert: programozasi nyelvek, forditéprogramok, hardver- és szoft-
verrendszerek tervezése és verifikacidja, kommunikacios protokollok, természetes nyelvek
feldolgozasa, bioldégia motivalta szamitasok stb. Esik Zoltdnnak az iteraciés elméletek
teriiletén elért, kiilénosen a fixpont-miiveletek azonossagaira vonatkoz6 eredményei [75]
jelentOsen hozzajarultak a tertlet fejlodéséhez. Fiilop Zoltan a faautomatak elméletének
kiterjesztésével és a fatranszformatorok kompozicidira vonatkozé eredményeivel [73] gaz-
dagitotta az elméletet. Csuhaj Varju Erzsébet egyik elinditdja és kiépitdje volt a gram-
matikarendszerek elméletének, amely a formélis nyelvek eszkoztarat alkalmassa tette
multi-dgens rendszerek szintaktikai modellezésére [62], valamint természet-motivalt, a
Turing-géppel egyenértékii szamitasi modellek kidolgozasaval és vizsgalataval hozzajarult
az 1j elvill szamitésok elméletének fejlodéséhez is.
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FElosztott szamitdsok. Az elosztott szamitogép-rendszerek az Internet gyors térnyerésének
koszonhetden alakultak ki. Jellegzetes példak azok az internetes szolgaltatasok, amelye-
ket a meredeken novekvo igények miatt mar csak igen sok szamitogépet tartalmazoéd
komplex, tobbrétegli rendszerekkel lehet megvaldsitani, amilyen az internetes keresés
(Google) vagy a nagy online aruhdzak (Amazon). Itt a fejlesztéknek figyelembe kell
venniiik — egyebek mellett — a halozat folyamatos és dinamikus valtozasat, a kommu-
nikacié sériilékenységét, a kozpontok hidnyat. Ilyen rendszereken elosztott miikodésti
algoritmusokat dolgozott ki munkatarsaival Jelasity Mark. A [132] dolgozat az adat
aggregaciok (pl. atlagok, minimumok, maximumok) elosztott szamitédsara ad hatékony
és robusztus megoldasokat.

Algebrai, aritmetikai szamitdsok. A széles kérben haszndlatos szimbolikus szamitdsi
programcsomagok (Mathematica, Sage, Magma, GAP stb.) fontos jellemzdje, hogy le-
hetoségeket adjanak osszetett matematikai strukturakkal valo szamitasok végzésére. Je-
lentOs szerepet jatszanak az oktatdas, a kutatas és az innovacié tertletein. Miikodésiikhoz
sziikség van az adott strukturakkal dolgozo hatékony szamitasi eljardsok, algoritmu-
sok kidogozasara, elemzésére. Kiilonosen fontosak az adott struktira egyszertibb Ossze-
tevoinek, épitokoveinek meghatarozasara iranyuldé modszerek. Babai Laszlo, Seress Akos
és munkatarsaik a csoportokkal kapcsolatos szamitasok terén értek el kimagaslé ered-
ményeket [16, 196]. Benczir Andras, Ivanyos Gébor, Ronyai Lajos, Sarlés Tamds és
munkatarsaik algebrakkal, modulusokkal és matrixokkal kapcsolatos algoritmusokat dol-
goztak ki [152, 130, 189, 195]. Pethd Attila, Jarai Antal és munkatéarsaik algoritmikus
szamelméleti problémék megoldasa terén voltak eredményesek [178, 129].

Algoritmusaik, megoldasaik egy része mara bekeriilt a fontosabb matematikai prog-
ramcsomagokba, ezzel is gazdagitva a praktikus szamitasok eszkoztarat. Egyes modszereiket
sikeresen alkalmaztdk a matematikai szamitdsoktdl tavolabbi teriileteken (pl. internet,
radickommunikécid, kvantumszamitasok, bonyolultsagelmélet) is.

(Szerkesztette: Rényai Lajos)

9. Sztochasztika, statisztikus fizika, dinamikai rend-
szerek, informaciéelmélet

A magyar sztochasztika alapjait Erdos Pal és Rényi Alfréd vilagszinvonalit munkés-
sdga vetette meg, olyan nagyszer(i gytimolesokkel, mint Koml6s—Major—Tusnady (1975
1976) optimélis Brown-mozgés approximacioja, amely a vildgban ,;magyar bedgyazasként”
ismert. Az elmult 30 év fejleményeit 15 eredménycsoporton keresztiil mutatjuk be, a tel-
jesség igénye nélkiil, majdnem véletlenszerii sorrendben.

(1) Barmily meglepé is, az atomelmélet véglegesen elfogadott csak az Avogadro-szam
Einstein altali levezetése (1905), ill. annak kisérleti igazoldsa (Perrin, 1909) utan lett.
(Utébbiért kapott Perrin 1926-ban Nobel-dijat.) De Einstein zsenidlis levezetésének
feltételei nem teljesiilnek, igy a Brown-mozgasnak a newtoni mechanika alapjan valé
megalapozasa azdéta is a matematika kulcsfeladata. Kiindulva 1986-os — Sinaiékkal
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parhuzamosan elért — szérasbecsléseikbol, Szasz Domokos és T'oth Balint 1987-ben altala-
nos elméletet adtak erre a Rayleigh-gdz esetén — amelyet bizonyos esetekben csatolasi
modszerrel igazoltak is. Utébbit Téth ismét targyalta 2007-ben Balint Péterrel és Téth
Péterrel kozosen [20]. Tiz évvel késobb az altaldnos kérdéshez is visszatért a Lorentz-
gazra vonatkoz6 eredményeiben: a periodikus modellre Markloffal [163], a véletlen mo-
dellre Lutskdval [160].

(2) A statisztikus fizika megalapozdsanal alapvetd
Boltzmann—Sinai-féle ergodikus hipotézisre Sinai 1970-ben
adott — forradalmian 4j — moédszert 1970-ben N = 2 ko-
rong esetére D = 2 dimenziéban. (Az éltala bevezetett szdro
matematikai bilidrd egy olyan pontrészecske mozgasat irja
le, amely szigortian konvex szorotestek kozott pattog, sza-
badon repiilve illetve a szoérdtestekrdl rugalmasan visszapat-
tanva; 1d. dbra, azon D = 2.) A széré bilidrdok elméletét
tovabbfejlesztve ezt Chernovval 1987-ben kiterjesztették N =2, D > 2-rais. Az N > 3
esethez a félig-szoro biliardok elméletét kellett megalapozni. Ezt elobb Kramli-Siméanyi—-
Szész tette meg 1989-ben, majd a tovabbi 1épések: [149], [150], [198] végiil Simanyi révén
(2003, mar USA) a hipotézis teljes igazolasat eredményezte [199]. A ,moszkvai” iskola
mellett a budapesti vezet6 a vildgban. 2014-ben Osléban a Science Lecture-t

(3) Sinai 70-es évekbeli munkéssdga 6ta a széré biliard (1d. (2)) a kaotikus (vagyis de-
terminisztikus, mégis kiszdmithatatlan) viselkedés egyik iskolapélddja. A kiszdmithatat-
lansagot szamszeriien jellemz6 egyik legerosebb tulajdonsagot, az exponencialis kor-
relacidlecsengést Young és Chernov bizonyitotta 1989-ben és 1990-ben a kétdimenzids
esetre. A bizonyitast Balint Péternek és Toth Péternek sikeriilt kiterjeszteni magas di-
menzios modellekre, abban az esetben, amikor a szabad tithossz korlatos, és sarokpontok
nincsenek. A naluk megjelend komplexitdsi feltétel azdta sok mas modellben is felbuk-
kant, és szerepe kevéssé megértett. Dolgozatuk az Ann. Henri Poincaré folyoirat 2008-as
legjobb cikke dijat nyerte el [21].

(4) Sok természetes bolyongas-modell van,
ahol a bolyongd részecske kolcsonhatdasban van
a multjaval (a Brown-mozgas pollenje is ilyen),
de ritkabbak az olyanok, ahol ez a skala-
limeszre nemtrivialis moédon oroklodik, az-
az nem ballisztikus és nem Brown-mozgas a
hatarfolyamat. Az elsé ilyen egydimenzids fo-
lyamatot Toth Balint és Werner konstrudltdk
1998-ban [216], amely — megddbbenté mddon
— Osszeolvadd Brown-mozgéasok térido labirin-
tusanak folfedezésével is leirhaté (Id. &bra).
Ez skélalimesze annak a természetes ontaszito
mechanizmusnak, hogy lokalisan abba az irdnyba igyekszik a részecske, ahol eddig a leg-
kevesebb id6t toltotte, és amelyre Téth (1995) igazolta, hogy t id6 alatt 23 tavolségra
jut [214]. Ugyanezen mechanizmus 2 dimenziéban méar csak logaritimikusan szuperdif-
fuziv (Téth—Valké [215]), magasabb dimenziékban pedig mér diffuziv viselkedést okoz
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(Horvath-Téth—Vet6 [128]).

(5) A statisztikus fizika legegyszertibben megfo-
galmazhaté fazisatmenete a perkolacié sikracsokon: a
haromszogracs minden csucsat fliggetleniil p valdszi-
ntiséggel feketére festve, p < 1/2-re csak véges fe-
kete fiirtoket kapunk, p > 1/2-re mér egy végtelen
furtot is. A p = 1/2 kritikus esetnek konform-
invarians fraktal skalalimesze van, amelyet Schramm
(2000) és Smirnov (2001) uttoré munkéi 6ta kezdiink
érteni. Hogyan néz ki a kozelkritikus rendszer, ho-
gyan all 6ssze a végtelen fiirt, amint p > 1/2 lesz? Mi
torténik dinamikus perkoldcioban, ahol minden cstcs
oda-vissza kapcsolgat fekete és fehér kozott, mennyi- %
re gyorsan valtozik a makroszkopikus fiirtstruktira, van-e @¥linamikanak skal¥fmesze?
E kérdéseket Garban, Pete Gabor és Schramm két nagylélegzetii projektben (2010 és
2013-18) valaszolta meg [94], [95], [96].

(6) Az egyik legismertebb (és megértett) onhasonld fraktdl a Sierpinski-hdromszog,
amely onmaganak harom darab felére kicsinyitett példanyanak majdnem diszjunkt uniéja-
bol all. Ha azonban egy onhasonlé halmaz tugy 4ll eld, hogy a lekicsinyitett dara-
bok kozott jelents atfedés van, akkor az nagyon bonyolult szerkezetii lesz. Az ilyen
fraktalok megértésében jelentett eldrelépést a Pollicott és Simon Kéroly altal 1994-ben
bevezetett transzverzalitasi modszer [183], amelynek (kés6bb kiterjesztett valtozatainak)
segitségével onhasonld, énkonformis és onaffin fraktal-csaladok tipikus tagjainak szer-
kezetét érthetjitk meg. Sok régi problamat oldottak meg ezen modszer segitségével
(mint példaul Erdés Pélnak egy, a Bernoulli konvoliciokkal kapcsolatos 60 éve nyi-
tott probléméjat Solomyak 1995-ben). Az énhasonlé esetben ezt a mddszert Hochman
2014-ben bevezetett inverz entropia modszere tulhaladta, de az altalanosabb 6nkonfor-
mis esetben még ma is ez a leger6sebb modszer.

(7) A Téth Balint és Rath Balazs altal 2009-ben definialt erddtiiz-modell [188]
az onszervezddd kritikus viselkedés jelenségének modellje, egy idében fejlédo véletlen
hélozat. Tekintsiink n cstcsot, és barmelyik ketté kozt 1/n rataval jelenik meg egy
gyulékony él. Ezzel parhuzamosan minden csicsba a tobbitél fiiggetleniil A(n) rataval
villam csap, és a villam stjtotta csics Osszefiiggd komponensének élei azonnal leégnek. A
teremtés és pusztitas erdi egytittesen kritikus allapotban tartjak a halozatot: a tlizveszé-
lyes (szuperkritikus) és biztonsagos (szubkritikus) allapotok hatérdn. A komponensek
strukturdjanak lefrasat Crane-Réath—Yeo végezte el [51].

(8) Mandelbrot mar a 60-as években javasolta, hogy a részvények &rfolyamatait
fraktal tulajdonsagu folyamatokkal, tin. frakciondlis Brown-mozgassal irjak le. Késébb
kideriilt, hogy ezek a modellek opcidarazasra alkalmatlanok, amennyiben idealizalt ke-
reskedési mechanizmust tételeziink fel. Ha azonban figyelembe vessziik a piac surlodadsait
(tranzakcios koltségek, likviditasi megszoritdsok, addk), akkor az opcidarazas is le-
hetségessé valik, ahogyan Guasoni-Rasonyi-Schachermayer (2008) megmutatta [106].
Guasoni—-Nika—Rdasonyi (2018) pedig explicit aszimptotikusan optimélis stratégiat talalt
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olyan befektetok szamara, akik portfolidjuk varhatod értékét maximalizaljak likviditasi
megszoritasok jelenlétében [107]. A pontos novekedési ratét is meghatarozték a frakei-
onalis Brown-mozgas 6nhasonlésagi paraméterének fiiggvényében.

(9) Barabési és Albert (1999) egy
nagyhatasu cikkben vezették be skdla-
fiiggetlen hdlozatok generalasara azt a
modellt, hogy egyenként érkezd cstuicsok
mindegyike m éllel kapcsolodik a mar
meglévo csicsokhoz, az élek végpontjait
véletleniil, a meglévo fokszamok sze-
rint stulyozva valasztva [9]. Egy dur-
va heurisztikus érvelést adtak, hogy a
k fokt csticsok ardnya ~ c,k~3, ami
nagyon kulonbozik pl. az Erdés-Rényi-
grafoktdl, de anndl inkabb hasonlit sok N
valés hélézat fokszameloszlasahoz. A sejtést Bollobas, Riordan, Spencer és Tusnady
(2001) bizonyitottak [10].

(10) Sok egymadsra haté véletlentl mozgd részecske stirtiségprofiljanak valtozdsét
gyakran determinisztikus differencialegyenletekkel lehet leirni. Fritz Jozsef két, Dob-
rushinnal ko6zos, 1977-es dolgozataban kidolgozta a klasszikus nem-egyensulyi dinamika
alapveto egzisztenciatételeit; ezek azdta is az elmélet abszolut alapcikkei. Az ott beveze-
tett kompenzalt kompaktsdg elméletének alkalmazasaval késobb szamos, f6leg Ginzburg-
Landau tipusti modell hidrodinamikai hataratmenetét tisztazta. Kiilonosen nagy hatasi
ezek koziil Fritz Funakival és Lebowitzcal kozos 1994-es dolgozata, amelyben Hamilton-
rendszerek staciondrius allapotait jellemezte véletlen zaj esetében [87].
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(11) A valbsziniiségszamitas hajnaldn a varhaté érték fogalma az igazsigos osztoz-
kodédshoz kapcsolédott, igy Nicolas Bernoullitdl (1713) kezdve sok homlokrancoldst oko-
zott a szentpétervari paradoxon: Péter addig dobal egy pénzérmét, amig fej nem lesz,
és ha ez a k-adik dobésra sikeriil, akkor Palnak 2¥ dukatot fizet; mennyit érjen Palnak
a jaték joga? Nyereményének varhaté értéke 3532, 27%2% = oo, de pici valészinfiséggel
nyer csak nagy Osszeget, igy Oriiltség lenne sok dukatot fizetni a jaték jogaért! A para-
doxon feloldasahoz az vezet, hogy egy jaték értékének meghatarozasahoz tudnunk kell,
hanyszor fogunk jatszani. Feller (1945) bizonyitotta, hogy n jatéknal Pal Ossznyere-
ménye nlog, n dukat kortl lesz nagy valdszintiséggel. De ez csak egy gyenge torvény, és
sok jaték esetén az Ossznyeremény ennél elég sokszor lesz 1ényegesen tobb. fgy a pontos
valasz sok megfontolastél fligg, amelyeknek Csorgdé Sandor 1991 és 2001 kozott tobb
cikkben jart utana [61].

(12) Wigner Jen6 szerint a természetben el6forduld rezonanciak sokszor megértheték
statisztikai uton, véletlen matrizok segitségével. Nagy véges véletlen matrixok sajatérté-
keinek halmaza konvergalhat egy pontfolyamathoz, illetve a matrixok maguk konvergal-
hatnak egy véletlen operatorhoz. Példaul a Montgomery—Dyson-sejtés szerint a Riemann-
féle dzéta-fiiggvény gyokei a kritikus egyenesen tgy néznek ki, mint GUE véletlen
matrixok sajatértékeinek limesze. S6t, ha az Osszes gyokot egy onadjungalt operator
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sajatértékeiként sikertilne realizalni, az bizonyitana a Riemann-sejtést. Valkd Benedek
és Virdg Balint 2009-ben a hiperbolikus sikon val6 Brown-mozgés segitségével megkonst-
rualtak a Sineg pontfolyamatot, amely véletlen matrixok spektrumanak a limesze [217],
majd 2017-ben konstrudltak ehhez egy 6nadjungalt differencialoperatort is [218]. Ezzel
a Wigner—Dyson-program fontos alapkoveit tették le.

(13) Van n fliggetlen mintdank egy eloszlasbdl, és egy k-valtozos figgvénytink. Lehet
venni a figgvényértékek atlagat a minta Osszes k-elemii részhalmazan (U-statisztika);
vagy atlagoljuk a teljes eredeti mintat, vegytink ebbdl az atlaghdl k fiiggetlen példanyt,
és ezeken értékeljik ki a fliggvényiinket. Mennyire térhetnek el ezek a statisztikak az
elméleti atlaguktol? Van-e hatéreloszlas, amint n tart a végtelenbe? Ezek a statisztikus
fizikaban és a nemparaméteres maximum likelihood becslések vizsgdlatdaban is elokeriil6
kérdések, amelyek megértéséhez Major Péter fejlesztett ki modszereket, az eredményeket
egy Springer Lecture Note-ban (2013) foglalva 6ssze [161].

(14) Egy metrikus téren értelmezett valdszintiségi mértékre a mértékkoncentrdacio
tulajdonsdg informdlisan azt jelenti, hogy minden legaldbb 1/2 val6sziniiségii halmaz-
hoz hozzavéve a hozzd kozeli pontokat olyan halmaz addédik, melynek valdszintisége
mar majdnem 1. Szorzatmértékekre (amikor fiiggetlen, egyforma eloszlast valoszintiség-
valtozokat néziink) ezek klasszikus eredmények, olyan kézzelfoghat6 kovetkezményekkel,
mint a varhato érték koriili nagyeltérés-tételek, vagy pl. az, hogy a magas dimenzids
gombfeliiletek felszini mértékének java az egyenlité (barmelyik egyenlité!) kis kornye-
zetében taldlhatd. Marton Katalin a 90-es évek kozepén észlelte, hogy egy altala adott
informdcidelméleti egyenlStlenség mértékek Ornstein-féle d tdvolsdga és informéaciés di-
vergencidja kozott [164] folhaszndlhaté mértékkoncentracié bizonyitasara szorzatterek-
ben, nem fluggetlen véltozdkra is: Markov-lancokra és Gibbs-mezokre [165, 166]. Ez
a megkozelités olyan kutatdkra volt jelentos hatassal, mint Talagrand és Villani, és
jelentoségét 2013-ban Shannon-dijjal is elismerték. 2019-ben megjelent utolsé cikkében
[167] attetszé bizonyitdst adott arra, hogy magas hémérsékletii Gibbs-mértékek Glauber-
dinamikaja kielégiti a logaritmikus Sobolev-egyenlétlenséget (ami a Markov-lancok gyors
keverésének egy erés formaja).

(15) Az informdcidelmélet kozponti témaja a megbizhatd informaciétovabbités le-
hetoségeinek matematikai vizsgalata. Ezen belil a titkossag biztositasa az utébbi 30
évben valt intenziv kutatas targyava, {6képp U. Maurer (ETH, Zirich) kezdeményezésére.

Régota ismert, hogy egy k véletlen bitbdl allé kulcs, amelyrdl a potencialis lehall-
gatonak nincs informéciéja, alkalmas barmely, maximum & bitbol all6 tizenet titkosita-
sara, vagyis olyan koédolasara, amely biztositja az atvitel teljes titkossagat. Ezért alap-
vetd kérdés, hogy két vagy tobb felhasznalé mekkora, mindegyikiik altal ismert tit-
kos kulcsot tud generalni, a vizsgalt modell feltételei mellett. Gacs Péter és Korner
Janos egy eredményébdl [93] kovetkezik, hogy titkos kulcs generalasahoz, trividlis esetek
kivételével, sziikség van a felhasznalok kozotti kommunikaciora. Ennek azonban nem
kell titkosnak lennie, s6t a szokdsos feltevés az, hogy teljes egészében hozzaférheto a
lehallgat6 szaméara. Ha K(n) jeloli az n id6egység alatt generalhaté kulcs hosszat (in-
formélisan), titkos kulcs kapacitison a K(n)/n hanyados hatarértékét értjik, ha n — oo.

Két felhasznalos modellek titkos kulcs kapacitasara vonatkozolag fontos eredmé-
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nyeket ért el Csiszar Imre és R. Ahlswede (Uni. Bielefeld), 1d. [4, 5]. Modszeriikkel
azt is sikeriilt bebizonyitani, hogy a titkos hirkézlés lehetoségére vonatkozo korabbi £6
eredmények érvényben maradnak az tn. erés (Maurer-féle) titkossagi kritérium mel-
lett is [54]. A tobb felhasznédlés modellek titkos kulcs kapacitasara vonatkozé alap-
veté tételek Csiszar és P. Narayan (University of Maryland) eredményei. ElGszor olyan
m felhasznalés modelleket vizsgaltak, amelyek egy X = (X' ..., X™) véletlen vektor
fiiggetlen ismétléseinek megfigyelésén alapulnak (in. forrds tipust modellek). Az i-
edik felhaszndl6 az n idSegység alatti ismétlések i-edik komponenseibél 4116 X7, ..., X!
véletlen sorozatot figyeli meg. Ilyen modellekre meghataroztak a titkos kulcs kapacitast,
az X eloszlasanak fiiggvényében, ha a felhasznalok kozott korlatlan kommunikéacié van
megengedve [55]. Hasonlo eredményeket értek el in. csatorna tipust modellekre is, ahol
az X figgetlen ismétlései helyébe egy tobb felhasznalds csatorna bemeneti és kimeneti
valtozdi 1épnek. Teljes megolddst egy bemenetii csatorndk esetére talaltak [56], tobb
bemenetii csatorndk esetére részeredményeket értek el [57].

Véletlen folyamatok matematikai modellezésére gyakran kiillonb6z6 szamu paraméter-
tol fliggd modellek jonnek szamitasba. Pl. a szamitasba jové modellek lehetnek az
{1,...,a} éallapotteri k-adrendi Markov- ldncok, ahol k tetszOleges természetes szam,
ekkor konkrét k-ra a modell a(a — 1) paramétertdl fiigg. A matematikai statisztikdban
tobb modellvalasztasi kritérium ismeretes, amelyek elonyben részesitik a kevesebb pa-
ramétert. Az egyik legismertebb az informaciéelméleti motivaltsagi BIC' kritérium.

Markov-ldncokra elészor Csiszar és P. Shields (Toledo University) bizonyitotta be,
hogy a rend BIC' kritérium szerinti becslése erGsen konzisztens, vagyis ha (pontosan)
k-adrendi Markov-lancbdl vett mintabdl becsiiliink rendet, elég nagy minta esetén a
becslés eredménye 1 valészintiséggel k lesz [58]. Korabban ez csak egy k-ra eleve adott
fels6 korlat mellett volt ismert. Ezutédn Csiszar és Talata Zsolt [59] igazolta, hogy az
un. kontextus-fa is erdsen konzisztens modon becsiilheté a BIC kritérium alapjan,
a mintaelemszamtol linedrisan fliggd szamitasi bonyolultsaggal. Ehhez a markovitas
feltevése sem sziikséges (nem Markov esetben a kontextus-fa végtelen, mig k-adrendii
Markov-lanc esetén a magassaga k). Tovabba a rendbecslés konzisztencidjara vonatkozd
eredményt kiterjesztették Markov véletlen mezdékre [60].

Morvai Gusztav és B. Weiss (Hebrew University, Jerusalem) tobb dolgozatban fog-
lalkozott a Markov-rend becslésével és az in. memoria zavak statisztikai probakkal vald
meghatarozasaval, ez utébbi a kontextus-fa meghatarozasaval analog kérdés. Az altaluk
bevezetett becslések, 1d. pl. [168, 169], bonyolultabbak a BIC' kritériumon alapul6knal,
de nemcsak véges hanem megszamlalhatéan végtelen allapottér esetén is alkalmazhatok,
és ilyenkor is erdsen konzisztensek.

(Szerkesztette: Csiszar Imre, Pete Gabor, Szdsz Domokos)
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