Emlékezés Révész Palra

Révész Pél valoszintiségszamitassal foglalkozott. Elméleti kutatdsok mel-
lett sokat tett a valdszinliségszamitas népszertiisitése érdekében is. Erdeklé-
dési teriiletét jol mutatja négy konyve is. Ezek rovid ismertetésén keresztiil
igyekszem bemutatni érdeklédését, munkéassagat. (fgy sziikségszertien kiha-
gyom néhany késébbi vizsgalatat, eredményét, amelyeket mar nem tudott
konyvalakban feldolgozni.)

Révész Pél konyvei 1.) The laws of large numbers

2.) Strong approximations in probability and statistics
(Csorgd Mikléssal kozosen irt kényv)

3.) Random walk in random and non-random environments

4.) Random walks of infinitely many particles

Az egyes konyvek ismertetése:
1.) The laws of large numbers

Azt lehet mondani, hogy ez az 1967-ben irt konyv tartalmazza mindazokat
az akkor ismert eredményeket errdl a témardl, amelyeket érdemes tudni. A
szerz6 eloszor fiiggetlen valdszintiségi valtozok részletosszegeinek a viselke-
désésérdl ir, majd olyan valdsziniiségi valtozok Osszegeit vizsgalja, amelyek
ugyan nem fiiggetlenek, de rendelkeznek a fiiggetlenség valamilyen gyengitett
valtozatanak a tulajdonsdgéaval.

A konyv els6 téméja a fiiggetlen valdszintiségi valtozok vizsgalata, a nagy
szamok torvénye és néhany ezekhez természetes médon kapesolédéd probléma.
A nagy szamok torvénye a kovetkezot jelenti. Tekintsiik fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valoszintiségi valtozok X, X, ... sorozatat és ezek

Sp=X1+--+X,, n=1,2...,

részletosszegeit. Azt mondjuk, hogy ezek teljesitik a nagy szamok torvényét,
ha létezik olyan a szam, amelyre az S—n" —a,n =1,2,..., sorozat konvergal
nulldhoz. Természetesen ezen tulajdonsig megfogalmazasakor tisztéazni kell,
hogy milyen konvergencia fogalmat hasznalunk. A leggyakrabban hasznélt
konvergencia fogalmak a sztochasztikus és az 1 valészintiségi konvergencia.
Ha % — a sztochasztikusan konvergal nullahoz akkor a nagy szamok gyenge,
ha 1 valdészintiséggel konvergal oda, akkor a nagy szdmok erds torvényérol

beszéliink. Ismert mind a nagy szamok gyenge mind a nagy szamok erds



torvényének a sziikséges és elégséges feltétele, illetve az azokban szerepld a
konstans értéke.

Vizsgalja a konyv a konvergencia sebességét a nagy szamok gyenge torvé-
nyében, és ismerteti az iteralt logaritmus tételt, ami a nagy szamok erds tor-
vényének az élesitése. Ezzel a tétellel, illetve ennek altalanositasaval Révész
P4l késobbi konyveiben részletesebben foglalkozik, igy errdl azok ismertetésé-
ben fogok irni. Szé van még a konyvben a nagy szamok torvényében vizsgalt
problémak természetes altalanositasairdl, igy annak vizsgalatarol, hogy mit
mondhatunk fiiggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozok silyozott
atlagairdl vagy fiiggetlen, de nem feltétleniil egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozdk atlagainak a viselkedésérdl. E vizsgalatokban fontos szerepet jatszik
Kolmogorov harom sor tétele, amely megadja annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy végtelen sok fiiggetlen valdszintiségi valtozd Gsszege 1 valo-
szinliséggel konvergaljon.

A konyv kovetkez6 témaja az ortogonalis polinomok viselkedése. Itt a
legfontosabb eredmény a Rademacher—Mensov tétel arrdl, hogy ortogonélis
valoszintiségi véltozok (végtelen) linedris kombindciéi mikor konvergalnak, és
Tandori Kéroly ellenpéldaja, amely megmutatja, hogy e tétel feltételei nem
gyengithetok. Megfogalmazom ezeket az eredményeket.

Tétel. (Rademacher—Mensov) Legyen &1, &, ... ortonormdalt polinomok so-
rozata, azaz legyen E&E; =0, ha i # j és EEE = 1. Legyen ¢y, ca, . .., valds
szdmok olyan sorozata, amelyre > ;- ci log’k < oo . Ekkor a > e ek
osszeq 1 valosziniséqggel konvergdl.

Tandori ellenpéldaja. Legyen adva ¢y, ca, . .., valds szamok olyan sorozata,
amelyre Y ;- ¢ logk = oo. Ekkor létezik ortonormdlt polinomok olyan
&1,&, ... sorozata, amelyre a Yy o | cx&y, 0sszeg 1 valdszintiséggel divergdl.

Erdemes megjegyezni, hogy a Rademacher-Mensov tétel “lelke” a kovet-
kez6 maximum egyenlotlenség.

Tétel. Legyenek &1, &, ..., &, ortonormdlt polinomok €és c1,. .., c, valos szd-

mok. Ekkor

k 2

max E ciE
1<k<n £ i

J]=

E

< (log® 4n) Z .
j=1

A konyv foglalkozik olyan modellek viselkedésével is, amelyek tobb mul-
tiplikativ tulajdonsdggal rendelkeznek. (Ez azt jelenti, hogy t6bb olyan eset



van, amikor a tekintett valdsziniiségi valtozok szorzatanak a varhato értéke
egyenld az egyes tagok véarhaté értékének a szorzatdaval.) A legérdekesebb
példa az tgynevezett equinormed strongly multiplicative systems (ESMS)
esete. Azt mondjuk, hogy a &1, &, ... valdsziniiségi valtozok ESMS rendszert
alkotnak, ha E¢; = 0, Eﬁ? = 1 minden j indexre, és
Ej g4 Ej €4
B &t = BE - B!
minden jy, ..., j index sorozatra, ahol €;, = 1 vagye;, = 2minden 1 < s <k
indexre.

Vilagos, hogy fiiggetlen, nulla varhato értéki és 1 szérasu valdszintiségi
valtozok sorozata ESMS rendszert alkot. Masrészt, ESMS rendszert alkoto
korlatos valészinliségi valtozok sorozata a legtobb fliggetlen valdszintiségi
valtozokra érvényes 1 valdszintiségii konvergenciarol szélo tételt teljesiti.

A konyv egyik fejezete valdszintliségi valtozok részsorozatainak a viselke-
désével foglalkozik. E fejezet legérdekesebb problémaja Steinhaus egy sejtésé-
hez kapcsolodik. Steinhaus azt kérdezte, hogy meg lehet-e adni valészintiségi
valtozdék olyan F csaladjat, amelyre
1. |f(t)] = 1 minden f € F-re
2. Minden f,, € F sorozatra + > f,(t) divergens majdnem minden ¢-re.

n=1

T6bb olyan eredmény sziiletett, amelyekbdl nemleges valasz addodik Stein-
haus kérdésére. Ezek koziil a legérdekesebb és legfontosabb Komlés Janos
alabbi eredménye, amelynek késobb tobb alkalmazasa is lett. Egyébként ez
az eredmény Révész Pal egy kérdésére adott valaszként keletkezett.

Tétel. (Komlos Janos) Legyen &1, &, ... valdszintiségi vdltozok olyan soro-

zata, amelyre E|&,| < K minden n indexre valamilyen K szdimmal. Ekkor

létezik az indexeknek olyan ny < ny < --- részsorozata, amelyre
P(£m+£m;—-~-+€nk %n) _q

valamilyen n valdsziniségi valtozoval.

A konyvben targyalt tobbi problémat csak réviden ismertetem. A konyv
roviden targyalja a nagy szamok torvényéhez kapcsolédé eredményeket sta-
ciondarius sorozatok esetén. Ezek az eredmények az ergod tételen alapulnak.
Ugyancsak foglalkozik specidlis fliggvények részsorozatainak a vizsgalataval.



Elsésorban trigonometrikus és Walsh fliggvények exponencidlisan ritka rész-
sorozatairél van sz6. Itt ki lehet hasznalni e fiiggvénysorok viselkedésérol
sz0l6 eredményeket. Témadja a konyvnek néhany eredmény gyengén fiiggo
valdszintiségi valtozdk Osszegeinek a viselkedésérdl. Itt a gyenge fiiggés né-
hany klasszikus definiciojat tekintjiik. Ugyancsak témaja a konyvnek a Mar-
kov lancok viselkedésével kapcsolatos 1 valdszintiségli konvergenciardl szé-
16 tételek vizsgalata. Ezek a Markov folyamatok a konyvben is ismertetett
klasszikus eredményein alapulnak. Roviden emlitve van a nagy szamok tor-
vénye Banach tér értéki fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok
esetében is. Végiil a konyv targyalja véletlen tagszamu fiiggetlen valészintliségi
valtozo atlaganak a viselkedését.

2. Strong approximations in probability and statistics

Eloszor vazolom kissé informalisan azt a problémakort, amely e konyv vizs-
galatanak a kozéppontjaban all.

Legyen adva valdszinliségi valtozok valamilyen érdekes tulajdonsaggal
rendelkez6 Uy, Us, ... sorozata. Az els6 kérdés:

a) Mondhatjuk-e, hogy az U,, n = 1,2,... valésziniiségi valtozok eloszlasai
nagy n indexre kozelitéleg egyenlok?

Ha az a) pontban megfogalmazott kérdésre igenl6 a vélasz, akkor a ko-
vetkez6 kérdés ez:

b) Mondhatjuk-e, hogy az (Ui, ...U,) vektor eloszldsai minden nagy n in-
dexre hasonléak? Természetesen ezt a kérdést pontosabban meg kell fogal-
mazni.

Ha erre a kérdésre is igenld a valasz, akkor érdemes megvizsgalni, hogy
ez az eredmény, vagy ennek alkalmas élesitése segit-e az Uy, Us, ... végtelen
sorozat 1 valdszintiséggel teljesiilo tulajdonsagainak a vizsgalataiban.

A leggyakrabban vizsgalt eset a kovetkezd. Legyen X, Xs, ... fliggetlen

egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, amelyekre EFX; = 0,
EX? = 1. Vegyiik ezek Sy = 0,65 S, = X1+ -+ X, n = 1,2,...,
részletosszegeit, és legyen U, = \S/—%, n = 1,2,.... Ezzel a valasztassal az

a) pontbeli kérdésre igenld a vélasz a centrélis hatareloszlds tétel alapjéan. A
b) pontbeli kérdést igy lehet pontosan megfogalmazni:
Definidljuk minden n szdmra a kovetkezd S,(t), 0 < ¢t < 1, véletlen



torottvonal fliggvényt a [0, 1] intervallumon.

k S
S,(0) =0, S, ( ) Nk k oy,

Sy (t) linedris fiiggvény a [

k| .
,—| intervallumon.
n o 'n

Az S,(t), n = 1,2,..., véletlen torottvonal fiiggvények tekinthetSk tgy,
mint C([0,1])) térbeli valdsziniiségi valtozok, és igaz rajuk az tdgynevezett
funkcionalis centralis hatareloszlas tétel, amely szerint ezek eloszldsai gyengén
konvergédlnak a [0, 1] intervallumban definidlt Wiener folyamat eloszldsédhoz
a C([0,1]) térben. (A C([0,1]) tér a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvények
Banach tere a szuprémum norméval.)

(Emlékeztets:) A Wiener folyamat definiciéja. Egy W (t), 0 <t < T,
sztochasztikus folyamat Wiener folyamat a [0, T) intervallumban, 0 < T < oo,
ha annak véges dimenzids eloszldsai normdlis eloszldsok EW (t) = 0 vdrhato
értékkel és EW (s)W (t) = min(s, t) kovarianciafiigguvénnyel (ez meghatdrozza
a Wiener folyamat eloszldsdt), és a trajektoridi folytonosak. A Wiener folya-
mat definicidjdt természetes modon ki lehet terjeszteni arra az esetre is,
amikor a t paraméter minden nem negativ értéket felvehet. A Wiener folya-
mat tovdbbra is Gauss folyamat folytonos trajektoridkkal, és ugyanaz a képlet
adja meg a varhato értékét és a kovarianciafiigguényét.

Hasznos tudni nemcsak az elobb emlitett funkciondlis centralis hatérelosz-
l4s tényét, hanem az ott tekintett konvergencia sebességét is. Ezt tobbféle-
képp megfogalmazhatjuk. Kiilonosen hasznosnak bizonyult az alabbi meg-
fogalmazas, illetve az abban megfogalmazott kérdésre adott jo valasz. Azt
szeretnénk tudni, hogy alkalmas konstrukcié esetén milyen kozel helyezheto
egyméashoz az el6bb definidlt S, (t) folyamat és egy alkalmasan konstrudlt
W(t), 0 <t <1, Wiener folyamat. Milyen viszonylag kis A, B, szémokkal
lehet teljesiteni az

P ( sup |S,(t) — W(t)| > An> < B,

0<t<1

egyenlotlenséget?
Ugyancsak érdekes az ezzel a kérdéssel szoros kapcsolatban levo alabbi
probléma. A Wt), 0 < t < oo, Wiener folyamat alkalmas konstrukcidja



esetén milyen A, szamokkal lehet biztositani az alabbi reldciot?

n—oo n

<1 1 valészintiséggel.

Ez utébbi relacié hasznos lehet, ha azt vizsgaljuk, hogy az S,, n =1,2,...,
sorozat milyen 1 valoszintiséggel érvényes tulajdonsagokkal rendelkezik.

A most targyalt konyv ezeket a kérdéseket részletesen targyalja, és meg-
mutatja, hogy az ezen kérdésekre adott vélaszoknak milyen érdekes kovet-
kezményei vannak. Ugyancsak targyalja a kovetkezo, hasonlé problémét.

Tekintsiik fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu valdszi-
niségi valtozok X, ..., X, sorozatat, és készitsiik el azok

1
F,(z) = —azon 1 < j <n indexek szdma, amelyekre X; <z, 0<uz <1,
n

empirikus eloszlasfiiggvényét, illetve annak /n(F,(z) — z), 0 < z < 1, nor-
malizaltjat. Erre is érvényes egyfajta funkcionalis hatareloszlas tétel, csak itt
a Wiener folyamat szerepét a B(t), 0 < t < 1, igynevezett Brown bridge veszi
at, amit példaul ugy definialhatunk, hogy B(t) = W (t) — tW (1), ahol W (¢),
0 <t <1, Wiener folyamat. Az el6bb megfogalmazott fiiggetlen valészintiségi
valtozdk részletosszegeirdl szolo problémak természetes megfelel6i megfogal-
mazhatoak ebben az esetben is, és azokra is sikertilt jo vélaszt adni.

A konyv ezeket az empirikus eloszlasfiiggvénnyel kapcsolatos problémé-
kat, a veliik kapcsolatos eredményeket és azok kovetkezményeit is targyalja. A
kovetkezmények kozott sok a matematikai statisztikdban hasznos eredmény
van.

A konyv els6 fejezete a Wiener folyamat és a Brown bridge tulajdonsé-
gaival foglalkozik. J6 becslést ad egy a [0, T'] intervallumban definidlt Wiener
folyamat ingadozdsdnak a maximumadra, ha ezt a maximumot a [0, 7] inter-
vallum 0Osszes legfeljebb h hosszisagu részintervalluman vessziik valamilyen
rogzitett 0 < h < T szdmmal, azaz a  sup sup |[W(t+ s) — W (s)]| kife-

0<s<T—h 0<t<h
jezésre. Ezen eredmény segitségével belatja Strassen iterdlt logaritmus tételét
Wiener folyamatokra. Késobb, az elobb emlitett problémakra adott eredmé-
nyek segitségével konnyen megkapjuk ezen eredmény megfelel6jét fiiggetlen

egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozok részletosszegeire is.



Az eredeti iterdlt logaritmus tétel azt mondja, hogy egy a [0, 00) félegye-
nesen definialt Wiener folyamatra

lim sup Win)

Nooo V2nloglogn

Megjegyzem, hogy W(n),n = 1,2,..., fiiggetlen, standard normaélis eloszlasu
valdszintiségi valtozok részletosszegeinek a sorozata.

Az is igaz, hogy a most tekintett, n paramétertdl fliggd tortek sorozata
egy relativ kompakt halmaz, és e sorozat torlédasi pontjainak a halmaza a
[—1, 1] intervallum.

Strassen észrevette, hogy nem csak a W (t), 0 < t < oo, Wiener folyamat
W(n), n =1,2,..., pontjainak egytittes viselkedésére lehet jellemzést adni,
hanem hasonlo, altalanosabb jellemzés érvényes akkor is, ha minden n =
1,2,... indexre a teljes W(t), 0 < t < n, folyamatot tekintjiik. Nevezetesen,
vegyiik a [0,1] intervallumon definidlt n,(z) = %, 0<z<1l azn
paramétertol fiiggé sztochasztikus folyamatot minden n = 1,2,...-re. Ezt
tekinthetjiik C([0,1]) térbeli valészintiségi véaltozénak is. Majdnem minden
w elemi eseményre az 1;(-),n2(+), ... valészinliségi valtozok sorozata relativ
kompakt halmazt alkot a C([0,1]) térben, és pontosan jellemezni tudjuk e
sorozatok torlédasi pontjainak a halmazat, ami majdnem minden w elemi
eseményre ugyanaz. Ez a C([0,1]) tér kovetkezé S kompakt részhalmaza.

=1 1 valészintiséggel, ahol n =1,2,....

S = {f: f(0) =0, f(z) abszolut folytonos fiiggvény

1
a [0,1] intervallumon, és / (f(x)) do < 1}.
0

Az elobb jelzett probléma, amelynek segitségével megkaptuk Strassen
iteralt logaritmus tételét tgy interpretalhatd, hogy milyen nagyok a Wiener
folyamat novekményei. Vizsgdl a konyv egy masik problémat is, amely ugy
interpretalhatd, hogy milyen kicsik a Wiener folyamat ingadozasai.

E probléma megfogalmazasaban rogzitsiink egy 0 < ar < T szamot,
minden 7" > 0 szamra, és definidljuk minden 0 < ¢ < T'—ayp szdmra az F(t) =

sup |W(t+s)—W(t)| mennyiséget. Legyen I(T") = . inf  F(t). A kényv

0<s<ar <t<T—ar
vizsgalja, hogy milyen v norméléfaktor mellett teljesiil a li%n infyrI(T) =1
— 00

relacid 1 valészintiséggel.



A kapott eredménybdl kovetkezik az alabbi Chung iteralt logaritmus
tételének nevezett figyelemreméltd, de nem eléggé ismert eredmény.

8loglog T\ "/
lim inf (ﬂ) sup [W(t)| =1 1 valdszintiséggel.

T—o0 7T2T 0<t<T

A konyv elso fejezete targyalja ezenkiviil a Brown bridge-nek a Wiener
folyamathoz hasonld tulajdonsagait, ismertet néhény olyan hatareloszlas té-
telt a Wiener folyamat és a Brown bridge bizonyos funkcionaljaira, amelyek
fontos szerepet jatszanak a matematikai statisztikaban. Ismertet egy érdekes
hatéreloszlds tételt az U(t), —oo < t < oo, Ornstein-Uhlenbeck folyamat

sup U(t) maximuménak az eloszldsdra, ha T' — co. Az Ornstein-Uhlenbeck
0<t<T
folyamat nagyon fontos a valdsziniiségszamitasban. Az U(t) = %, —00 <
t < 00, képlet adja meg az Ornstein-Uhlenbeck folyamatok egyik lehetséges
konstrukciéjat. Ezért a Wiener folyamatok vizsgalata segithet az emlitett
kifejezés aszimptotikus viselkedésének a vizsgdlataban.

A konyv els6 fejezete foglalkozik még a kétdimenziés Wiener folyamatok

vizsgalataval is, de ez nem kapcsolédik a konyv tovabbi részeihez.

A konyv masodik fejezete fliggetlen valészintiségi valtozok részletosszegei-
nek Wiener folyamatokkal valé approximaciojaval foglalkozik. Itt targyaljak
az e konyv ismertetésének bevezetésében targyalt problémékat.

Ismertetik Strassen azon eredményét, amely szerint ha adva van egy W (t),
t > 0, Wiener folyamat és fliggetlen egyforma eloszlast nulla varhato értéki
és 1 szorasu valoszintliségi valtozok Sp,.S,, . .. részletosszegei, akkor meg lehet
adni az Sy, .9, ... sorozat eloszlasaval megegyez6 eloszlasi 5”17 32, ... soroza-
tot ugy, hogy

18— W)
n—oo y/nloglogn

Innen kovetkezik, hogy a Wiener folyamatokra megfogalmazott Strassen-
féle iteralt logaritmus tétel érvényben marad, ha abban a W (n) valészintiségi
valtozékat az S,, valdszinliségi valtozdkkal helyettesitjiik.

=0 1 valoszinliséggel.

Strassen ezt az eredményt az ugynevezett Szkorohod-féle bedgyazas segit-
ségével bizonyitotta. Ennek az allitasnak a bizonyitasaban nem tett fel tobbet
azon fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozdk viselkedésérdl, ame-
lyek részletosszegeit vizsgalta, mint azt, hogy azoknak létezik mésodik mo-
mentumuk. Ha t6bb momentumuk létezik, akkor a Szkorohod-féle beagyazds

8



jobb approximéciét biztosit. Példaul, ha 1étezik ezen valdszintiségi valtozok-
nak negyedik momentuma, akkor létezik olyan konstrukcié, amelyre

|Sn — W(n)| = O ((nloglog n)/*(log n)l/z) 1 valészintiséggel.

Hidba van e valdszinliségi valtozoknak tobb momentuma, vagy barmilyen
extra tulajdonsdga, ha a tekintett valdszintiségi valtozok nem normalis elosz-
lasuak, akkor a Szkorohod-féle bedgyazas nem ad ennél jobb eredményt.

Felmertlt a kérdés, hogy lehet-e egyaltalan jobb approximéciot adni.
Ezzel a problémaval kapcsolatos a Rényi Alfréd altal felvetett dgynevezett
gejzir probléma. E probléma eredeti kérdése az, hogy ha egy gejzir rend-
szeresen kitor, és a kitorések kozotti véletlen id6 intervallumok fiiggetlen
és egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok, akkor meg tudjuk-e becsiilni
jol ezen idoGintervallumok eloszlasat, ha sokdig figyeljiik a gejzirt, de nincs
orank, és csak azt tudjuk megallapitani, hogy az egyes kitorések hanyadik
napon torténtek.

Valéjaban a kovetkezd altalanosabb probléma érdekel minket. Legyen
51,9, ... fliggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozdk részletossze-
geinek a sorozata. Tegylik fel, hogy ezeket a részletosszegeket csak valami-
lyen hibaval tudjuk megmérni, azaz csak az Sy +¢€1, S5 + €2, ... valdszintiségi
valtozdkat tudjuk megfigyelni, ahol az €,, n = 1,2, ..., hibakrdl semmit nem
tudunk azon kiviil, hogy nem tul nagyok, &, = o(f(n)) 1 valészintiséggel
valamilyen ismert f(n) fliggvénnyel. Meg tudjuk-e allapitani, hogy milyen
eloszlasu valoszintiségi valtozok részletosszegeit figyeltitk meg bizonyos hiba-
val?

Bartfai Pal megmutatta, hogy amennyiben a keresett F'(x) eloszldsnak
létezik R(t) = [ edF(x) momentumgeneralé fiiggvénye valamilyen ¢ > 0
szammal, és €, = o(logn) 1 valdszintiséggel, akkor a keresett eloszlasfiiggvény
meghatarozhaté a hibaval terhelt végtelen sor megfigyelése segitségével. Eb-
b6l az eredménybdl kovetkezik, hogy az S, — W(n) = o(logn) 1 valészini-
séggel tulajdonsigot teljesito konstrukcié nem lehetséges.

Azt, hogy a Szkorohod-féle bedgyazas segitségével kapott approximécio-
nal lehet jobbat adni Révész Pal és Csorgé Miklds bizonyitotta be. Egy
nagyon természetes konstrukciot tekintettek, amelynek josaga attdl fiigg,
hogy a tekintett X1, ..., X, fliiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok
X1+—H+XL normalizalt részletosszegének F, (x) eloszlasfiiggvénye milyen j6l

kozelithetd a standard normalis valdszintiségi valtozo ®(x) eloszlasfliiggvényé-

vel, azaz a  sup |F,(z)—®(z)| kifejezés mekkora. Ennek nagysaga nagyon
—oo<r<0o0o



enyhe feltételek mellett O(n~'/2), és ebben az esetben a Révész és Csorgd
altal alkalmazott konstrukcié ugyanolyan jé becslést ad, mint a Szkorohod-
féle bedgyazas.

Bizonyos esetekben az F,(x) — ®(x) kifejezés lényegesen kisebb, mint
O(n~1/2), és ilyenkor a Révész és Csorgé altal alkalmazott médszer jobb app-
roximéciét ad. Nagyon &dltaldnos feltételek mellett ugyanis létezik az F,(x)
eloszlasfiiggvénynek pontosabb approximacidja, az tugynevezett Edgeworth
sorfejtés, amely szerint F,(z) = ®(x)+ \%Ql(x) +1Qs(z)+- - - ismert Q1 ()
és Q(x) fiiggvényekkel. Ha EX? = 0, azaz X; harmadik momentuma meg-

egyezik a standard normalis eloszlas harmadik momentuméval, akkor az —=

egylitthatds tag eltlinik az Edgeworth sorfejtésbdl, és a  sup |F,(x) —

—oo<r<oo
®(x)| = O(n~') becslés érvényes. Ilyenkor, mint Révész és Csorgd megmu-
tattak,
|S, — W(n)| =0 (nl/ﬁ(log n)13/2) 1 valdszintiséggel

nagysagui approximécié lehetséges. Ha az Edgeworth sorfejtésben tovabbi
tagok is elttinnek, akkor még jobb becslés adhaté.

Késobb, Komlds Jéanos, Major Péter és Tusnady Gabor még jobb appro-
ximaciot adtak. Egy 1j, finomabb konstrukciét alkalmaztak. A konstrukcié
josdganak bizonyitasahoz bizonyos feltételes eloszlasoknak a normalis elosz-
lassal vald jo kozelitését kellett bizonyitaniuk. Azt lattdk be, hogy

|S,, — W(n)| = O(logn) 1 valészintliséggel

alkalmas konstrukciéval, ha Fe!*' < oo minden |t| < t, paraméterre valami-
lyen ¢ty > 0 szammal.
Tovabba, ebben az esetben a

P (max |Sk — W (k)| > C’logn+x) < Ke™@
1<k<n

egyenldtlenség is érvényes alkalmas C' > 0, K > 0 és A > 0 csak az X;
valdszintiségi valtozd eloszlasatdl fiiggd konstansokkal.

A fenti két eredmény éles, és ezek csak akkor érvényesek, ha az R(t) =
Ee*t momentumgenerald fiiggvény véges a 0 egy kis kornyezetében. Ha a
momentumgeneralo fliggvény nem létezik, akkor csak gyengébb approximécié
létezik. Az ilyen esetekben érvényes eredmények is ismertek, és ezeket is
targyalja a konyv. Ezek targyalasat azonban elhagyom ebbdl az ismertetésbol.
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A harmadik fejezet a mésodik fejezetben ismertetett approximacids téte-
lek egy lehetséges alkalmazasat mutatja meg. Tekinti X7, X, ... fliggetlen va-
l6szintiségi valtozok S, = X4+ X,,, n =1,2,... részletosszegeinek S, 14, —
S, alaku kiilonbségeit alkalmas a,, > 0 szamokkal, és ezek alkalmas funk-
cionaljait vizsgéalja. Azt lehet mondani, hogy megmutatja azt, hogy az els6
fejezet Wiener folyamatokra bizonyitott eredményei érvényben maradnak
akkor is, ha azok fiiggetlen valdszintiségi valtozdk megfeleld részletosszegeire
megfogalmazott természetes megfelel6it vessziik. Az, hogy milyen a, para-
méterekkel maradnak érvényben ezek az allitasok fiigg attol, hogy a tekin-
tett részletosszegeknek milyen jo Gauss approximaciojuk van. Erdemes meg-
jegyezni e fejezet azon észrevételét, hogy nem csak a Strassen-féle, hanem
a Chung-féle iteralt logaritmus tétel is érvenyben marad, ha Wiener folya-
matok helyett azok fliggetlen valdszintiségi valtozdk részletosszegeirol szold
természetes megfeleloit tekintjiik.

A negyedik fejezet az empirikus eloszlasfiiggvény jé approximacidjat te-
kinti a Brown bridge-zsel, illetve ezen eredmény néhany alkalmas megfelel6-
jét. Megadja ezen kiviil ezen eredmények néhany alkalmazasat is.

Ha adva van X7, ..., X, egyenletes eloszldst valdszintiségi valtozok F),(y)
empirikus eloszlasfiiggvénye, illetve annak «,(y) = /n(F,(y) —y, 0 <y <
1, normalizaltja, akkor ennek a normalizaltnak a kovetkezd approximacidja
lehetséges alkalmas konstrukcié segitségével.

Létezik olyan B,(y), 0 <y < 1, Brown bridge, amelyre

r ( sup |an(y) — Ba(y)| < n—l/Q(C logn + x)) = Le™

0<y<1

minden n =1,2,... és x > 0 szdmra, ahol C' > 0, L > 0 és A > 0 univerzélis
konstansok.

A fliggetlen valdszinliségi valtozok approximacidjardl szolé eredmények-
hez hasonléan érdekel minket ennek az eredménynek egy olyan véaltozata, ahol
az oy, (y), n = 1,2, ... sztochasztikus folyamatok j6 egyiittes approximaciéjat
adjuk meg egy alkalmas kétdimenzidés Gauss folyamattal a [0, 1] x [0, 00)
halmazon. Be lehet latni, hogy a természetes jelolt erre a Gauss folyamat-
ra az a Kiefer folyamatnak nevezett K(y,t) folytonos trajektoriaju Gauss
folyamat, amelyre EK (y,t) =0, és

EK (y1,t1) K (y2, t2) = (min(y1, y2) — y1y2) min(t1, ts).
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Alkalmas approximaciéval a kovetkezo relacid érvényes:

P < sup sup |kY2ou(y) — K(y, k)| > C(logn + x)]log n) < LM

1<k<n 0<y<1

minden n =1,2,... és x > 0 szdmra, ahol C' > 0, L > 0 és A > 0 univerzélis
konstansok.
Innen az is kovetkezik, hogy

n'2an(y) — K(y,n)]
sup  sup 5
1<n<oo 0<y<1 log”n

< C 1 valésziniiséggel

alkalmas C' > 0 szdmmal.

Ez a fejezet tartalmazza egy masik az empirikus eloszlasfliggvény normalis
approximacidjaval kapcsolatos probléma vizsgalatat. Bevezeti a quantilis fo-
lyamatot, ami heurisztikusan az empirikus eloszlasfiiggvény inverze. Ezt a de-
finiciét azonban figyelmesebben kell megadni, mert az empirikus eloszlasfiigg-
vény nem szigorian monoton és nem folytonos fiiggvény. De ezt a definiciét
meg lehet adni, és lehet definidlni e folyamat természetes normalizaltjat is.
A fejezet tartalmazza az erre a folyamatra vonatkozd eredményeket. Abbol,
hogy F,(z) ~ F(x) kovetkezik, hogy F. '(z) ~ F~!(z) . Azt varjuk, hogy az
empirikus eloszasfiiggvényhez hasonldan, a quantilis folyamat normalizalt-
janak is létezik limesze, az Gauss folyamat, és alkalmas approximacidval a
normalizalt empirikus eloszlasfiiggvény és ez a limesz Gauss folyamat kozel
teheté egymashoz. E fejezet ilyen jellegli eredményeket bizonyit alkalmas
feltételek teljestilése esetén, bar a normalizalt quantilis folyamatnak csak
gyengébb approximéciéjat tudja megadni, mint amilyen a normalizalt em-
pirikus eloszlasfiiggvények esetében ismert. Bar ezek az eredmények is hasz-
nosak, ebben az ismertetésben mégsem targyalom oket. E fejezet masik itt
nem targyalt anyaga néhany az empirikus eloszlas viselkedésérol szol6 klasszi-
kus eredmény.

Az otodik fejezet az empirikus eloszlasfiiggvényrol bizonyit be néhany
eredményt az eloz6 fejezet eredményeinek a segitségével. El0szor ismerteti
az iterdlt logaritmus tételt mind az empirikus eloszlasfiiggvényre mind a
quantilis folyamatra. Megadja az aszimptotikus viselkedését az empirikus és
quantilis folyamat néhany klasszikus funkciondljanak. Végiil ez a fejezet tar-
talmaz néhdny a matematikai statisztikaban fontos eredményt. Ezek kozil
a legérdekesebb az, amelyik arrél szol, hogy hogyan tudjuk jol kozeliteni
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egy eloszlasfiiggvény empirikus eloszlasfliggvényének normalizaltjat alkalmas
Gauss folyamattal, ha a tekintett minta eloszldsa egy eloszlascsaldd sza-
munkra ismeretlen paraméterti eleme. A konyv targyaldasa egy természetes
modszert kovet. Megadja a paraméter becslését az aszimptotikusan optimélis
maximum likelhood mddszer segitségével, majd alkalmazza a Gauss approxi-
maciot a vizsgalt minta normalizalt eloszlasfliggvényére, ha a minta eloszlasa
az adott eloszldscsalad eleme a becsiilt paraméterrel. A vizsgalat soran hasz-
nalja mind a maximum likelyhood becslésrol, mind az empirikus eloszlasfiigg-
vény normalis approximaciéjarol szélo tételeket. A bizonyitas természetes, de
kidolgozasa sziikségessé teszi nem trividlis technikai problémék megoldasat
is.

A konyv hatodik fejezete egy 1j, masfajta hasznos alkalmazasat adja a ne-
gyedik fejezet eredményeinek az empirikus eloszlasfiiggvény normalizaltjanak
jo approximécidjarél Gauss folyamatokkal. Két statisztikai becslés felada-
tot vizsgal. Az elsé egy F' eloszlasfiiggvény (16tezd) stirtiségfliggvényének a
becslése egy n elemii minta alapjan. A masik feladat a regresszié fiiggvény
becslése egy minta alapjan, azaz az r(z) = E(Y|X = x) feltételes varhatd
érték becslése, ha megfigyeljik (Y7, X7), (Y2, X3), ..., (Y, X,) fiiggetlen,
véletlen vektorok olyan sorozatat, amelyek mindegyike ugyanolyan eloszlas,
mint az (Y, X) vektor.

Mind a két statisztikai feladatra tobb megoldasi javaslat sziiletett. A
konyv veszi ezek koziil a legnépszeriibbeket, és bebizonyitja azok legfontosabb
tulajdonsagait. Kideriilt, hogy a negyedik fejezet approximacios eredményei-
nek a segitségével az itt szereplo becslések tulajdonsagairdl a korabban ismer-
teknél élesebb eredmények bizonyithatdak, és a bizonyitésok is egyszeriibbek.

Ez a fejezet még egy eredménnyel foglalkozik. Targyalja Csorgd Sandor
eredményeit az empirikus karakterisztikus fiiggvény tulajdonsagairdl, és azok
j6 approximacidjardl alkalmas Gauss folyamattal.

Végill a konyv utolsd, hetedik fejezete valdszinliségi valtozok véletlen
tagszamu Osszegeinek a viselkedésével foglalkozik. Ezeknek a problémaknak
a vizsgalataban is hasznosnak bizonyultak a konyvben bizonyitott approxi-
macids tételek.

3.) Random walk in random and non-random environments

Ez a konyv véletlen bolyongésokrol szol. Harom 6nallé részbol all. Az els6 rész
az egydimenzids bolyongasokkal kapcsolatos problémaékat vizsgal, olyanokat,
ahol a bolyongéas az egész szdmok halmazan torténik, és minden 1épésében
1 1

5 valdészintiséggel elbre, és 5 valoszinliséggel hatra tesziink egy lépést. A
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masodik rész téméja a d-dimenziés bolyongas d > 2 esetén. Ekkor a d-
dimenzids racson bolyongunk, és minden lépésben a 2d szomszéd valame-
lyikébe 1épiink ﬁ valészinuséggel. A harmadik rész véletlen kozegben vald
bolyongéassal foglalkozik az egész szamok halmazan. Olyan modellt tekintiink,
ahol a kezdet kezdetén kisorsolunk egy 0 < pp < 1 valészinliséget minden k
egész szamra egymastdl fliggetlentil és ugyanolyan eloszlassal. Olyan bolyon-
gast végziink amelyikben a 0 pontbdl indulunk, és ha valamelyik idopont-
ban a k pontban tartézkodunk, akkor (a bolyongéds multjatdl fiiggetleniil) py,
valoszintiséggel a k+ 1 és g = 1 — p;, valdszintliséggel a k — 1 pontba lépiink.
(A konyv a pr, = Ej, jelolést hasznélja.) Ennek a bolyongasnak a viselkedését
akarjuk minél jobban megérteni.

Ez a harom téma harom kiilonb6z6 problémakort érint, és bar a vizsga-
lati modszerekben van atfedés, vizsgalatuk kiilonb6zo modszert igényel. E
probléméaknak van némi atfedése a korabban targyalt konyvekben vizsgalt
problémakkal, bizonyos esetekben azok specialis esetének tekintheték, mégis
érdemes veliik kiilon foglalkozni. Egyrészt 1j, érdekes problémak mertilnek fel,
masrészt segitenek az altalanos esetekben kapott eredmények jobb megérté-
sében. Mivel nagyon sok az eredmény, rdadasul ezek részletes ismertetése ren-
geteg jelolés bevezetését igényelné, ezért itt csak a szamomra legérdekesebb
eredményekrdl irok, és azokat sem fogalmazom meg mindig pontosan. Inkabb
azok jellegét probalom megmagyarazni, azok hangulatat prébalom érzékel-
tetni.

Az elsé6 rész vizsgdalatai két téma koriil csoportosulnak. Legyen adva fiig-
getlen, egyforma eloszlasi Xi, X, ... valdszintliségi valtozok sorozata,
P(X; = 1) = P(X; = —1) = 5 eloszldssal, és tekintsiik azok Sy = 0,
Sp=X14+---+X,,n=1,2,... részletosszegeit.

Az elsd téma az S,, M = sup |Sk|, M,, = sup Sk és az Spiq — Sy
0<k<n 0<k<n

alaku kiilonbségekbdl képzett

Li(n,a) = max (Skyq — Sk)

0<k<n—a
és
1 = Skta — S
2(n,a) = Srggg_al kta — Skl
alaku valdszintiségi valtozokbdl allé sorozatok viselkedésérdl szol.
A masik témaban
E(x,n) =#{k: 0<k <n, S, =z}
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alaku valdszintliségi valtozokat tekintiink, amelyek azt mérik, hogy a bolyon-
gas mennyi idét t61tott a (0, n] id6intervallum sordn az z pontban, és az ilyen
valoszintiségi valtozoktol fiiggd események tulajdonsagait vizsgaljuk.

Az els6 téma targyalasa azzal kezdddik, hogy az elobb felsorolt valdszi-
niiségek kozil néhanynak kiszamitjuk az eloszlaséat, egytittes eloszlasat, il-
letve j6 becsléseket adunk ezekre az eloszlasokra. Ezutan a konyv ismerteti
a nagy szamok torvényét, illetve az iteralt logaritmus tételt. Erdemes megje-
gyezni, hogy az iterdlt logaritmus tétel érvényben marad akkor is, ha az S,
részletosszegeket az M, vagy M, maximumokkal helyettesitjiik.

Révész Pal azonban ennél is élesebb eredményeket ismertet az S,, részlet-
Osszegek nagysaganak 1 valdszintiséggel vald viselkedésérdl. Arra is kivancsi,
hogy milyen a,, sorozatokra mondhatjuk azt, hogy S,, < a,, minden elég nagy
n indexre, vagy azt, hogy S, > a,, végtelen sok n indexre 1 valdészinliséggel.
Ismertet egy errdl szolé Erdoshoz, Fellerhez és Kolmogorov—Petrovszkijhoz
kapcsolédd eredményt, amely szerint az, hogy a kivant egyenlGtlenség tel-
jesiil-e minden elég nagy n szamra attol fiigg, hogy bizonyos az a,, sorozattol
fliggd végtelen Osszeg konvergens-e vagy divergens. Nem ismertetem magat
az eredményt, azt hiszem elég felidézni annak alabbi kovetkezményét.

S, < (n(2loglogn + (3 +¢)logloglogn))/? 1 valészintiséggel,
minden elég nagy n indexre, és
S, > (n(2loglogn 4+ 3logloglogn))/? 1 valészintiséggel

végtelen sok n indexre.

Ez a becslés érvényes nem csak az S, Osszegekre, hanem az M és M,
maximumokra is. A konyv nem csak felsé, hanem alsé becslést is ad az M, és
M, kifejezések nagysagara. Ezen tételek szerint, hasonléan az el6z6 tételhez,
egy Osszeg konvergencidja vagy divergenciaja donti el azt, hogy e kifejezések
egy adott szint folott vannak-e véges sok kivétellel vagy sem. E tételek egyik
kovetkezménye a kordbban mar emlitett Chung-féle iterdlt logaritmus tétel.

Foglalkozik a konyv az tigynevezett tiszta fejek problémaval, és e probléma
néhany természetes véltozataval is. Itt is megjelentek az el6zoéekhez hasonld
eredmények. A konyv megmutatja azt, hogy ha Zy-nel jeloljik az X;. ..., Xy
sorozatban levé leghosszabb tiszta fej (csupa 1-es jelbél 4116) sorozat hosszét,
akkor igaz a

. ZN
lim
N—oo log,

=1 1 valészintiséggel
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relacio. A konyv vizsgélja, hogy nem lehet-e pontosabb becslést is adni a Z
sorozat nagysagara, illetve e probléma néhany természetes valtozatara, ahol
egy majdnem tiszta fej részsorozatot keresiink, azaz olyan viszonylag hosszu
sorozatot, amelynek kevés kivétellel minden tagja 1-gyel egyenl6. A konyv
szamos ilyen eredményt tartalmaz, de ezek targyalasat elhagyom ebbdl az
ismertetéshdl.

Ezutéan a konyv a Wiener folyamatokkal foglalkozik. Ismerteti az invari-
ancia elvet, azt, hogy milyen jol lehet approximdlni az S, részletosszegek
sorozatat Wiener folyamattal, bebizonyit néhany becslést a Wiener folya-
matokrél, és azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy ezek megfelelGje érvényben
marad-e az .S,, sorozatokra is.

Az egyik fontos, a Wiener folyamatok viselkedésérdl szolé tétel, amelyik a
Wiener folyamat novekményeinek nagységaval foglalkozik, azt mondja, hogy
a Wiener folyamatok megvaltozasara bizonyos intervallumok rendszerén az
iterdlt logaritmus tételhez hasonlé tétel érvényes, csak egy 1j +; normali-
zalasi faktor jelenik meg, amely figyelembe veszi azt, hogy milyen hosszi
intervallumokon vettiik a megvaltozasokat.

A kovetkez6 allitas igaz. Ha a; a t valtozo olyan nem csokkend fiiggvénye,
amelyre 0 < a; < t, és ait nem csokkend fiiggvény, akkor

limsup v (W (t +a;) — W(t)) =1 1 valészintiséggel,

t—o0

ahol
t 71/2
T = V(t, at) = (Q(It <10g — + loglog t)) .

Qy

A konyv foglalkozik ezen eredmény megfelelGjével akkor, ha Wiener folya-
mat helyett az .S, sorozat viselkedését vizsgaljuk. Az S, sorozat jo approxi-
malhatosaga miatt Wiener folyamattal az a,, > logn esetben az eredmény
kovetkezik a Wiener folyamatrol szold tételbdl. A tobbi esetet vizsgélja a
konyv. Ezekben az esetekben az eredmény eltér a Gauss és nem Gauss eset-
ben.

Ezutéan a konyv ismerteti a Strassen-féle iteralt logaritmus tételt. Ennek
a W (t) Wiener folyamatra és az S, sorozatra vonatkozd, a hagyoményos
iteralt logaritmus tételhez kapcsoldédd alakjaval mar taldlkoztunk. Viszont,
ami érdekes az az, hogy a fentebb megfogalmazott és a Wiener folyamat
novekményének nagysagarol szo6lo, az iteralt logaritmus tételhez hasonlé ered-
ménynek szintén 1étezik Strassen-féle valtozata. Ebben a valtozatban a 8; =
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—1/2
(2tloglogt)~'/2 normélast a v = y(t,a;) = (2at <logait + log log t))
normalas helyettesiti. Mivel ennek az eredménynek a pontos megfogalmazasa
sok apré részlet kidolgozasat igényli, ettol eltekintek. Végiill megjegyzem,
hogy a konyv idézi Wichura egy tételét is, ami tekinthetd a Chung-féle iterdlt
logaritmus tétel Strassen tétel tipusu altaldanositdsanak.

Az elsO rész masodik témajanak a targyaldsa bizonyos, az egyes x pon-
tokban egy rogzitett n idépontig valé &(x, n) tartézkodasi idé viselkedésével
kapcsolatos valdszintiségi valtozok eloszlasanak kiszamitasaval és az ezekhez
kapcsolddd hatareloszlas tételek ismertetésével kezdodik. Bevezeti a konyv a

p1(k) =min{n: S, =k}

mennyiségnek, azaz annak a valoszinliségi valtozénak a definicijat, amelyik
megadja, hogy melyik idépontban latogatjuk meg el6szor a k pontot. Is-
merteti a p1(k), (z,n), £(k, p1) valamint annak a valészintiségi valtozénak az
eloszlasat, amely megadja, hogy a [0, n] id6intervallumban az Sy, valészintiségi
valtozé hanyszor vett fel pozitiv értéket. (Ennél a definiciénél figyelmesnek
kell lenniink. Az Sy = 0 esetén akkor vessziik figyelembe a k pontot, ha
Sk—1 > 0.) Ugyancsak szerepel képlet a konyvben arrdl, hogy az n idépontig
a bolyongds, hol vette fel utoljara a 0 értéket, illetve az M (n) maximumét.

E képletek segitségével lehet hatareloszlas tételeket bizonyitani a megfele-
16 mennyiségekre. Az igy kapott, és a konyvben szerepl6 hatareloszlas tételek
koziil a leghiresebb az az arcus-sinus torvénynek nevezett eredmény, amely
megadja annak aszimptotikus értékét, hogy a bolyongas idejének hanyadré-
szét toltotte a pozitiv félegyenesen a [0, n] id6intervallumban.

A vizsgélat kovetkezd pontja az, hogy bizonyitsunk be funkcionalis hatér-
eloszléas tételt a (x, n) lokalis id6k sorozatdra (mint az x valtozo fliggvényére
rogzitett n (id6)paraméterrel), és adjunk j6 becslést a konvergencia sebessé-
gére. Ahhoz, hogy ezt megtehessiik el6szor definidlni kell a Wiener folyamat
lokélis idejét, mert ez jelenik meg a limeszben. Ez a definicié mély matema-
tikai eredményeken alapul.

A definici6 megtétele érdekében elGszor vezessiik be a kovetkezo (véletlen)
H(-,t) mértéket a szamegyenes Borel részhalmazain minden ¢ > 0 paramé-
terre:

H(A t)=XMs:s<t, W(s)e A}

minden A C R! Borel mérhet$ halmazra.
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Be lehet latni, hogy H(-,t) abszolut folytonos mérték, és a Radon—Ni-
kodym derivaltja (a Lebesgue mérték szerint), amelyet n(z,t)-vel fogunk
jelolni az x és t valtozdk folytonos fiiggvénye. Ezt az n(x,t) fliggvényt fogjuk
a Wiener folyamat lokdlis idejének nevezni. Igaz a kovetkez6 konvergencia
sebességgel ellatott invariancia elvnek tekinthetoé approximacios tétel.

Létezik olyan konstrukcid, amelyre

lim n~ Y4

sup |{(z,n) — n(z,n)] =0 1 valdsziniiséggel
n—oo x

minden € > 0 szamra.
A Wiener folyamat lokalis idejére érvényes az aldbbi Paul Lévy éltal bi-
zonyitott eredmény.

{y(t), m*(8); ¢ > 0} 2 {[W(1)], n(0,1); t > 0}

ahol m™(t) = sup W(t), y(t) = m*(t)-W(t), és Z azt jeldli, hogy a kifejezés
0<s<t

két oldaldn 4116 sztochasztikus folyamatnak megegyezik az eloszlésa.

Ez a relacié hasznos. Ebbdl és a korabbi eredményekbdl példaul azonnal
kovetkezik, hogy a Wiener folyamat és a bolyongés lokalis idejére is érvényes
az iteralt logaritmus tétel.

Felmeriilhet a kérdés, hogy igaz-e ezen eredmény természetes megfelel6je a
bolyongasra. A valasz az, hogy eredeti formajaban egy ilyen allitds nem igaz,
mert az olyan valdszintiségi valtozok eloszlasanak az azonossagat jelentené,
amelyek, ha Wiener folyamatok helyett bolyongasokat tekintiink, akkor csak
aszimptotikusan egyenloek. Viszont be lehet bizonyitani a fenti azonossig
altal sugallt relacio helyett annak egy olyan gyengitett valtozatat, amely sze-
rint lehet olyan konstrukciét csindlni, amelyben a vart anonossag két oldalan
allo kifejezéssel azonos eloszlast sztochasztikus folyamatokat definidlunk, és
azok nagyon kozel vannak egymashoz. Az ilyen eredmények hasznosak. Nem
fogalmazom meg pontosan azt, hogy milyen allitast lehet bizonyitani.

A konyv kovetkez6 vizsgalati téméaja az a kérdés, hogy milyen 1 valdszi-
niiséggel érvényes becsléseket tudunk mondani a lokélis idovel kapcsolatos
mennyiségekre, ha azok viselkedését a teljes [0,00) intervallumon tekint-
jiik. El6szor, hasonlbéan a fiiggetlen valészintiségi valtozok nagysagardl szélo
vizsgalatokhoz, azt vizsgédlja, hogy milyen a,, sorozatokra érvényes a £(x,n) <
a, egyenlotlenség minden elég nagy n szamra. Hasonlé vizsgalatokat tesz, ha
&(x,n) helyett a £(n) = sup (x, n) mennyiségeket tekinti. Tekinti e probléma

x
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természetes megfelelgjét Wiener folyamatokra, amikor a &(z,n) lokélis idé
helyett az n(x,t) lokélis idét, a £(n) maximum helyett az n(t) = maxn(x,t)
maximumot vizsgaljuk. Tovabbi vizsgalatok targya az, hogy milyegil becslé-
seket mondhatunk az (n(x,t) — n(z,t — a;) és a ({(x,n) — &{(x,n — a,) alakd
novekmények nagysagarol.

Az iteralt logaritmus tétel megfeleléjével is foglalkozik a konyv. Ismerteti
azt a Csaki-Révész eredményt, amely szerint a lokalis idék természetes nor-
malizaltja teljesiti a Strassen-féle iterdlt logaritmus tétel megfeleléjét. Egy
kiilonbség van ezen eredmény és annak klasszikus esetben bizonyitott megfe-
lel6je kozott. A klasszikus esetben az ezen ismertetés korabbi részében mar
bevezetett S a limesz fliggvények halmaza. Itt kissé mas a helyzet. A lokalis
id6 az id6 monoton névekvo fliggvénye, és a limesz fiiggvények megorzik ezt
a tulajdonsagot. Ezért itt a limesz fliggvények halmaza az S halmaz monoton
novekvo fliggvényeibol all.

Egy maésik itt vizsgdlt téma az, hogy a &(x,n) —&(y, n) kiilonbség mekkora
kis z — y esetén. Elsésorban a £(1,n) — £(0,n) kiilénbség nagysagara adnak
becsléseket. Megjegyzem, hogy a most emlitett problémakorrdl, a lokalis ido
1 valdszintiséggel vald viselkedésérdl a konyv rendkiviil sok eredményt is-
mertet, és ezeknek csak egy kis részérdl irtam.

A konyv els6 részének tovabbi tartalmat csak nagyon réviden, vazlatosan
ismertetem. Bevezeti a konyv a kirdndulds (excursion) fogalmat mind a bo-
lyongas mind a Wiener folyamat esetében. Ez egy nagyon természetes foga-
lom. A bolyongas trajektéridgjanak egy (n,S,) vagy a Wiener folyamat tra-
jekroridjanak egy (¢, W (t)) pontjat tartalamzé kirdndulds a trajektéridnak az
az ezt a pontot tartalmazé darabja, amely mind idében elére, mind id6ben
hatra el0szor éri el az abszcissza tengelyt. A konyv szamos becslést ad a
kirandulas trajektoridinak a viselkedésérdl. Sok valdszintiségi problémaban
vizsgaljak a kiranduldsokat. Itt meg van emlitve, hogy segitségiikkel és egy
“mesure de voisinage” fogalmat bevezetve meg lehet adni a Wiener folya-
mat lokdlis idejének egy masik definicigjat. Egy maésik itt vizsgalt kérdés az,
hogy mit mondhatunk a bolyongas leginkabb és legkevésbé latogatott pont-
jairdl a [0, n] id6intervallumban. A konyv nem trividlis becsléseket ismertet
arrol, hogy a leggyakrabban latogatott pontokat hanyszor latogatta meg a
bolyongés, és hany ilyen pont van. Arrdl is van nem trivialis eredmény, hogy
héany olyan pont van, amelyet a bolyongas pontosan egyszer latogatott meg
a [0, n] id6intervallumban.

Végiil a fejezet tartalmaz egy olyan beagyazasi tételt, amely lehetové teszi
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a n(x,t) lokalis id6 tulajdonsdgainak a vizsgilatat tetszéleges x pontban a
n(0,t) lokalis id6 tulajdonsdgainak a segitségével.

A konyv masodik része a tobb-dimenzids racson valé bolyongésrol szol,
és masfajta kérdéseket vizsgal, mint az elso rész. Ismeretes Pélydnak az az
eredménye, amely szerint a bolyongas 1 valdszintiséggel visszatér a kiindulasi
helyére 1 és 2 dimenzioban, mig 3 és annal magasabb dimenziéban ezt csak
1-nél kisebb valdszintiséggel teszi meg. Ha 1 valészintiséggel visszatér, akkor
az is igaz, hogy 1 valdszintiséggel végtelen sokszor visszatér, mig a masik
esetben nulla valdszintiséggel tér vissza az origdba végtelen sokszor. A konyv
masodik részének eredményei tekinthetok tgy, mint ennek a tételnek a fi-
nomitasai, folytatasai. A konyv ezen része olyan kérdéseket vizsgal, amelyek
eredményei ezen tétel természetes folytatasai. A d-dimenziés bolyongés mel-
lett vizsgalja a d-dimenzids Wiener folyamatot is, amelynek viselkedésérol
hasonlé kérdéseket lehet feltenni, és a valaszok is nagyon hasonléak, mint
a bolyongas esetében. Megfogalmazom, hogy milyen kérdéseket targyal a
konyv, és arra milyen jellegli valaszokat ad, de a pontos képletek tobbségét
elhagyom.

A konyv el6szor jé becsléseket ad arra, hogy a bolyongés (kiilonb6z6
dimenzidkban) az n-ik 1épésben visszatér az origdba, és ennek segitségével
belatja Pdlya tételét. Harom és magasabb dimenzids bolyongas esetén arra is
jo becslést ad, hogy a bolyongas milyen valészinliséggel tér vissza az origoba,
és milyen valdszintiséggel latogat meg egy x pontot n idé alatt. Ezutéan
bevezeti a d-dimenziés Wiener folyamatot, targyalja, hogy a d-dimenzids
bolyongést milyen jél lehet approximalni Wiener folyamattal. A kétdimenzi-
0s esetben egy egyszerii, de ravasz transzformacié segitségével megmutatja,
hogy ugyanolyan jo approximaci6 létezik, mint az egydimenzids esetben. Ma-
gasabb dimenziéban csak gyengébb approximacios eredmény ismeretes. Te-
kinti a bolyongasrdl szol6 visszatérési tételek megfelel6jét Wiener folyamatra.
Két dimenziéban a bolyongas 1 valoszintiséggel barmilyen tavoli idopont utan
meglatogatja az origd egy rogzitett, kis € sugaru kornyezetét, mig magasabb
dimenziokban ez a valdsziniiség nulla. Spitzer egy pontos aszimptotikat is
adott annak valdszintiségére, hogy a kétdimenziés bolyongas meglatogatja az
origd € sugaru kornyezetét egy [t1,to] idSintervallumban.

Ezutan a konyv az egydimenzios esethez hasonlo tételeket targyal a tobb-
dimenziés bolyongas és a Wiener folyamat nagysagarol. Targyalja a Stras-
sen-féle iteralt logaritmus tétel valtozatat ebben az esetben, és becsléseket
ad arrol, hogy bizonyos valdszintiségi vektorok normajanak a sorozata mikor
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kisebb minden nagy indexre egy eldirt korlatnal.

A konyv kovetkezé téméja a lokalis id6, azaz azon £(0,n) és &(x,n)
valoszintiségi valtozoknak a vizsgdlata, amelyek azt mérik, hogy hanyszor
latogatta meg a bolyongas az origdt, illetve az x pontot az n idépontig.
Természetesen a d = 2 és d > 3 dimenzidk esetét kiillon érdemes vizsgalni.
A d = 2 esetben j6 aszimptotikus becslés létezik a P(£(0,n) < xlogn)
valdszintiségre, és van még néhany hasonld, érdekes eredmény. A d > 3,
azaz a tranziens esetben £(0,n) nagyon kicsi. Ezért érdemes helyette inkabb

a &(n) = sup &(z,n) valdszintiségi valtozo nagysdgat vizsgalni. Ervényes a
z€Z4

lim £n)

= \g 1 valdszintiséggel
n—oo log n

relacio ismert \; > 0 konstanssal. Az a sejtés, hogy a d = 2 esetben létezik
egy hasonlé eredmény log® n norméldssal. Vannak tovabbi eredmények is a
&(n) valdszintiségi véltozé viselkedésérol, de ezeket elhagyom.

A konyv kovetkezd vizsgalt téméaja az, hogy a bolyongéds hany kiilonbozé
pontot latogat meg a [0, n] idSintervallumban. Ennek értékét R(n)-nel jeloli.
Megadja az R(n) mennyiségek aszimptotikus varhato értékét és szérasnégy-
zetét, amelyeknek nagysagrendje kiilonbozé a d =2,d =3,d =4ésd > 5
esetekben. Ezutan ismerteti a centrélis hatareloszlas tételt az R(n) valdszinii-
ségi valtozokra, illetve annak egy erdsebb valtozatat, amelyben megadja az
R(n) sorozat normalizaltjanak egy jé approximaciéjat Wiener folyamatokkal.
Val6jaban a d = 2 esetben a centralis hatareloszlas tétel helyett egy masfajta
torvényszeriiség érvényes.

A kovetkez6 téma a stilyos pontok szamanak a vizsgalata a d > 3 esetben.
Ez a kovetkezot jelenti. Jelolje Qx(n) azon pontok szamdt, amelyeket a bo-
lyongds pontosan k alkalommal latogatott meg a [0, n] idéintervallumban. Jé
becslés ismeretes Qy(n)-re rogzitett k esetében. Olyan eredményt kivanunk
bizonyitani, amely becslést ad a Qpmy(n) értékére a k(n) — oo n — oo
esetben is. Bizonyos savban ez lehetséges. A konyvben errdl szélé pontos
eredmény ismertetését elhagyom. Ugyancsak elhagyom annak ismertetését,
hogy milyen hasonlé eredményeket lehet bizonyitani arrdl, hogy egy rogzitett
tartomany eltoltjai kozott hany olyan van, amelyik a bolyongas altal meg-
latogatott pontok koziil viszonylag sokat tartalmaz. Ugyancsak tartalmazza
a konyv az utébbi probléma természetes megfelel6jét Wiener folyamatokra,
aminek targyalasat szintén elhagyom.
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A konyv tartalmaz két érdekes kérdést a bolyongdsok lehetséges onmet-
szésérol, illetve ismerteti az ezekre ismert valaszokat.

Az els6 kérdés: Milyen f(n), n =1,2,..., fliggvényre igaz, hogy a

{Sl, ceey Sn} és {Sn+f(n), Sn+f(n)+17 SN }

sorozatoknak 1 valészinliséggel végtelen sok n indexre van ko6zos pontjuk.
(Csak a d > 3 dimenzié érdekes.)

Masodik kérdés: Tekintsiik egy Sq, S5, ... bolyongas palyajat d > 3 dimen-
zibban. Egy S,, pontot jonak neveziink, ha az Si,...,S5, és Spi1,Snio,---
sorozatoknak nincs kozos pontjuk. Hany j6 pont van?

A konyv ismerteti az ezekre a kérdésekre adott valaszokat és e kérdések
természetes valtozatairodl sz6l6 eredményeket. Ilyen erdmény példaul az, hogy
két fliggetlen bolyongas palydjanak végtelen sok kozos pontja van 4 di-
menzioban, és csak véges sok b és magasabb dimenzioban. Ugyancsak érdekes
eredmények vannak Wiener folyamatokrél. Ezeknek van duplapontjuk d > 3
és nincsen duplapontjuk d > 4 dimenzidéban. A konyv még emlit tovabbi
hasonlé tipusi érdekes problémakat és eredményeket.

Tovabbi vizsgalatok és eredmények vannak a konyvben arrél, hogy mekko-
ra gomboket fed be a 2 dimenzids bolyongas teljesen az n idépontig. Mekkora
goémbot fed be, ha csak az origd kozépponti gomboket tekintjiik, és mekkorat
akkor, ha tetszoleges kozéppontot megengediink. Mit mondhatunk, ha csak
majdnem befedett gémboket kerestink, amelyekben a lefedett pontok szama-
nak aranya tart 1-hez, amikor n — 0o? Hasonlo6 vizsgalatokat és eredménye-
ket tartalmaz a konyv a d > 3 dimenzié esetében is.

Egy tovébbi vizsgilati téma a kirdnduldsok hosszanak (azaz az origd
egymést kovetd meglatogatasai kozotti idé hosszdnak) a vizsgdlata. A két-
dimenzios eset a legérdekesebb, amikor végtelen sokszor meglatogatjuk az
origot. Arra vagyunk kivancsiak mekkorak az n idépontig torténé kirandu-
lasok hosszai, hany kirdndulds tolti ki a [0,n] idSintervallum nagy részét.
Az a meglepo eredmény érvényes, hogy az n idopontig tortént két leghosz-
szabb kirandulds a dominéns, ezek 0sszhossza n-nel osztva 1-hez tart amikor
n — oo.

Még egy a tobb-dimenzids bolyongasokkal kapcsolatos probléméaval fog-
lalkozik a konyv. J6 becslést akarunk adni arra, hogy a d > 3 dimenzié
esetében a bolyongas aszimptotikusan hényszor metszi az R sugart origo
kozéppontu kort, ha R — oo. A konyv errdl csak egy sejtést fogalmaz meg,
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amit viszont aldatamaszt a tobb-dimenzids Wiener folyamatokrdl szolé analég
probléma ismert megoldasa. Itt is az R sugard gombok atmetszéseinak a
szamara vagyunk kivancsiak. De ebben az esetben el6szor pontosan meg kell
fogalmazni, hogy mit értiink az dtmetszések szaman. Ezek utdan be van bi-
zonyitva hogy az atmetszések szamanak a nagysagrendje const. R log R.

A konyv emlit még néhany édltalanos problémét amelyek kapcsolédnak a
tobb-dimenzids bolyongas elméletéhez. Ilyen a Laplace operator vizsgalata-
nak a kapcsolata a valdszintiségszamitassal és a perkolacié problémaéja.

A konyv harmadik témajanak, a véletlen kozegben valé bolyongdsnak a
vizsgalataban feltessziik, hogy a kisorsolt p, = E) valdszintiségek teljestik a
P < Ey < 1—p) = 1 feltételt 1 valdsziniiséggel valamilyen 8 > 0 szdmmal,
valamint a vizsgalatban rendkiviil fontos szerepet jatszo

Vi=log —* —logP& Kk =0,41,42, ...
1 — Ej Tk
valészintiségi valtozékra érvényes a 0 < EVE < 0o azonossig.

Solomon egy eredménye alapjan a bolyongas linearis sebességgel a vég-
telenhez tart, ha EVy > 0, és a minusz végtelenhez tart, ha EVy < 0. Szi-
naj bebizonyitotta azt, hogy, ha EVj = 0 akkor a bolyongas egy rendkiviil
varatlan és érdekes hatar-eloszlas tételt teljesit.

Tekintstink két A és B szamot, amelyekre A < 0, B > 0. Mind Solomon
mind Szinaj eredménye felhasznal egy formulat, amely megadja annak a va-
16szintiségét, hogy az origdbdl kiinduld bolyongas az A pontot elobb éri el,
mind a B pontot, és egy masik formulat, amely megadja annak az idének a
varhato értékét, ami addig tart, amig ez a bolyongas eléri az A és B pontok
valamelyikét. Nem adom meg ezen formulak explicit alakjat. Viszont nagyon
fontos, hogy mind a két formula fligg a

ﬁ(@> ZeXp{zn:Vk}, k=0,+1,+2,...
k=0

o \Adk

kifejezésektdl. Emiatt fligg mind Solomon mind Szinaj eredménye az EVj
varhaté értéktol.

Szinaj azt latta be, hogy az EV = 0 feltétel teljestilése esetén tipikus Fj,
k=0,£1,£2,... kornyezetben az S,, bolyongas nagy n indexre egy olyan az
E}, atmenetvaloszintiségektol fiiggo pont kozelében lesz nagy valdszintiséggel,
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amelynek az origétél vett tavolsiaga log® n nagysdgrendii. E pont meghats-
rozasa érdekében bevezette a kovetkezo V,,, n = 0,41, +2, ..., valdszinliségi
valtozoktol fiiggd valdszintiségi valtozd sorozatot az egész szamok halmazan:

To=0,To=Vi+-+Vy, Toy=Vi+-+V, n=12....

Bevezette a T, valoszintiségi valtozok altal meghatarozott godrok fogalmat,
bebizonyitotta azok legfontosabb tulajdonsagait, és ennek segitségével bi-
zonyitotta be hatdreloszlas tételét.

Szinaj egy a T,,, n = 0 £ 1,42, ... sorozatnak egy az origoét tartalmazé
[A, B] intervallumra vett megszoritdasat, A < 0 < B, gddornek nevezte v
mélyponttal, ahol A < v < B akkor, ha

T,= min T,, Th= max T,, Tg= max T,.
A<u<B A<u<v v<u<B
Azt mondta, hogy e godér mélysége min{Ty — T, Tp — T, }.

Szinaj bizonyitasa azon az észrevételen alapul, hogy egy mély godorbe
viszonylag egyszerii beleesni, és ha benne vagyunk, akkor altalaban a godor
mélyén tartozkodunk, és nagyon sokaig tart, amig a godorbdl kimaszunk.
Szinaj azt latta be, hogy az n idopontban majdnem 1 valészintiséggel az egyik
godor aljan tartézkodunk. Azt is meghatarozta, hogy melyik ez a godor.

Azokat a godroket tekintette, amelyeknek a mélysége legalabb logn. Be-
latta, hogy ezek kozott van egy legkisebb, és az n idépontban majdnem
biztos, hogy ennek a godornek az aljan tartozkodunk. Tovabba, ennek a godor
mélypontnak a tdvolsdga az origétél (logn)? nagysdgrendii.

Ez Szinaj tétele. Ez irja le a bolyongas allapotat annak szamaéra, aki ismeri
a bolyongas kornyezetét, azaz a kisorsolt Ej atmenet valészintiségek értékét.
A konyv terminologiaja szerint ezt latja az Uristen (the Lord). Harry Kesten
kiszamolta ennek a véletlen hatarpontnak az eloszlasat a véletlen kornyezet
eloszlasanak az ismeretében. Ismét a konyv terminologidjat hasznéalva azt
mondhatjuk, hogy ezt latja egy fizikus.

Révész Palt még érdekelte az is, hogy 1 valdszintiséggel milyen messze
tavolodik el ez a véletlen kornyezetben torténd bolyongds. Az M™(n) =

sup S mennyiség nagysagrendjét vizsgalta. A kdvetkez6 eredményt latta be
k<n
Paul Deheuvels-szel kozosen.
log” n + T4ey)2
lloglog )7 < M*(n) < (logn(logloglogn - - - (log,_; n) %)
1 valdszintiséggel majdnem minden n indexre
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minden € > 0 szdmra, ahol log, a logaritmus fliggvény p-szeres iterdltjdt
jeloli.
4.) Random walks of infinitely many particles

El6fordul, hogy sok olyan egymastdl fiiggetlen stochasztikus folyamat egytit-
tes viselkedését kell vizsgdlni, amelyek viselkedését jol értjiik, de az egymastol
fiiggetlen rendszerek egyiittes viselkedésének a vizsgalata 1j problémakat vet
fel. Ilyen problémak vizsgalataval foglalkozik ez a konyv. Két kiillonbozo ti-
pust sztochasztikus folyamat jelenik meg ezekben a rendszerekben. Az egyik
a véletlen bolyongas, a masik az elagazasi folyamatok.

Ez a kényv harom f6 részbdl all. Az elsé részben olyan modellek viselkedé-
sét vizsgaljuk, amelyekben a nulla idépontban kiilonb6z6 részecskék vannak
vannak véletleniil elhelyezve valamilyen eloszlds szerint az R? d-dimenzids
Euklideszi térben, és az egyes részek egymastol fiiggetlen véletlen mozgast vé-
geznek valamilyen ismert valdszintiségi torvény szerint. Ennek a rendszernek
vizsgaljuk kiilonboz6 tulajdonsagait

A masodik részben, ez a konyv 6 része, a kiinduldé nulla idépontban egy
vagy tobb egyed van elhelyezve vagy az R? d-dimenziés Euklideszi térben
vagy a d-dimenzids tér egész koordindtaju pontjainak Z¢ racsan. Ezen egye-
dek, majd ezek utédai egy eldgazasi folyamatban vesznek részt. Tovabba
az utodok valamilyen valdszinliségi torvények szerint mozognak egymastol
fiiggetleniil. Le akarjuk {rni ennek a rendszernek a viselkedését, ha ismer-
jik mind az elagazasi folyamatokat mind az egyedek mozgasiat meghatarozo
valoszintiségi torvényeket.

A harmadik rész szorosan kapcsolddik a masodik részhez. Itt az egyik a
masodik részben vizsgalt modellt vizsgaljuk, és megmutatjuk, hogy erre is
érvényes egy a Strassen-féle iteralt logaritmus tételhez hasonlé eredmény.

Az elsO rész elsosorban a kovetkezd modellel foglalkozik. A nulla id6-
pontban legyenek pontszerii részecskék elhelyezve a d-dimenzids Euklideszi
térben. Ezek egyiittese alkosson Poisson mezot valamilyen A > 0 paraméter-
rel a d-dimenziés Euklideszi térben. Mindegyik részecske mozogjon egymastol
fiiggetleniil, és a mozgasuk legyen Wiener folyamat. A konyv elso része ennek
a rendszernek a tulajdonsagait vizsgdlja. Sok eredményt bizonyit. Itt csak
példaként megemlitek egyet. Arra vagyunk kivancsiak, hogy hany részecske
lép be a T id6pontig az origd koriili egységgombbe. A konyv megmutatja,
hogy ez Poisson eloszlasi, és meghatarozza annak paraméterét, ami fiigg az
Euklideszi tér d dimenzidjatél. Azzal a kérdéssel is foglalkozik, hogy ha ezt
az egységegombot meglatogatd pontok eltiinnek, akkor mekkora tires gomb
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keletkezik az origd kortil a T idopontban. Ismerteti ennek az eloszlasat. Az
elso rész azzal a kérdéssel is foglalkozik, hogy milyen dltalanosabb modellek-
ben kapunk hasonlé eredményeket, mint az itt targyalt esetben.

A konyv ismerteti a masodik rész bevezetésében az dltala hasznalt leg-
fontosabb eredményeket az eldgazasi folyamatok tulajdonsdgairol. Ezek a
kovetkezok.

Legyen adva egy részecske, amelyik az 1 idopontban sziil Y szamu ré-
szecskét, és aztan meghal. Legyen

PY=k=p k=0,12..., Y p=1
k=0

és jelolje
=3k
k=0

a sziiletett utédok szamanak varhaté értékét. Az utédok ezutdn a multtél
és egymastol fiiggetlentil ilyen eloszlas szerint sziiletnek és halnak meg az
egymast kovetd idopontokban. Harom kiilonbozé esetet kiillonboztetiink meg.

Azt mondjuk, hogy a rendszer szubkritikus, ha m < 1, kritikus, ha m =
1, és szuperkritikus, ha m > 1. Ismeretes, hogy a szubkritikus és kritikus
rendszerek 1 valdszintiséggel véges idén beliil kihalnak, mig a szuperkritikus
rendszerek valamilyen p > 0 valdszintiséggel soha nem halnak ki, és jo becs-
lés ismeretes az ilyen rendszerek nagysigéra az n idépontban. Ha B,-nel
jeloljiik a rendszer elemszaméat az n idépontban, akkor igaz az, hogy létezik

olyan B valdszinfiségi valtozé, amelyre lim Bz = B 1 valdszintiséggel, és
m

n—0o0

P(B =0) < 1. Tovabba EB = 1, és ismeretes B szérasnégyzete is.

A konyv szuperkritikus és kritikus rendszerekkel foglalkozik. Az els6 vizs-
galt modell a kovetkezd. Tekintsiik az egész koordindtji pontokbdl allé Z¢
racsot a d-dimenziés Euklideszi térben. A nulla idépontban az origdban iil egy
részecske, amelyik valamelyik véletleniil kivéalasztott szomszéd pontba ugrik,
ott utédokat sziil, és meghal. Az utédok hasonlé médon valamelyik véletlentil
kivalasztott szomszéd pontba ugranak, ott sziilnek és meghalnak. Mindezt
egymastol fiiggetlentil teszik, és ugyanolyan eloszlas szerint sziilnek. Arra
vagyunk kivancsiak, hogy milyen eloszlast mutat a populacié az n idépontban
nagy n értékekre. Szuperkritikus elagazasi folyamatot tekintiink. A konyv
bevezeti a A(x,T), x € Z% T = 0,1,2,..., mennyiséget, amely azt jeloli,
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hogy a T idépontban hany részecske tartézkodik az x pontban. A A(z,T)
viselkedésére vagyunk kivancsiak a T" — oo esetben.

Jo eredményeket ismeriink mind a véletlen bolyongasok mind az elagazasi
folyamatok viselkedésérol. A feladat az, hogy ezek segitségével leirjuk a fenti
folyamat viselkedését is. Kidertilt, hogy a % mennyiséget jol lehet kozeli-
teni a p(0 — x,T) B szorzattal, ahol p(0 — x,T') annak a valészintisége, hogy
a 0 pontbdl kiindulé véletlen bolyongés a T' idopontban az x pontba keriil,
és B az elagazési folyamat viselkedésének limeszét leird tételben szereplo
hatarértékként megjelend valdszintiségi valtozo.

Kétfajta eredményt ismertet a konyv. Az egyik a rendszer globalis vi-
selkedésérol szol. Arra ad becslést, hogy milyen nagy a A(xz,T) mennyiséget
kozelité becslések hibdinak az Osszege, ha ezeket minden z € Z¢ pontra
Osszegezziik. A masik, lokalis eredmény jobb becslést ad akkor, ha csak
egy alkalmas kis tartomanyban Osszegeziink. Az eredmények pontos meg-
fogalmazasat elhagyom. A bizonyitassal kapcsolatban is csak egy észrevételt
teszek annak heurisztikus hatterérol. A bizonyitasban fontos szerepet jatszik
egy olyan alkalmas segédmennyiség bevezetése és hasznalata, amelyikben a
véletlen hatasok egy részét azok atlagaval helyettesitjiik.

Tekinti a konyv e probléméanak azt a valtozatat, amikor a 0 kiindulé
idopontban minden racspontban iil egy részecske, és azok, illetve azok utodai
az el6z6 modellhez hasonlé médon viselkednek. Tekinti az ebben az eset-
ben definialt Az, T) illetve A(T) = A(0,T) valdsziniiségi valtozdkat, ame-
lyek azt mérik, hogy hany pont tartézkodik az x pontban a T' idopontban,
és iteralt logaritmus tételt, illetve centralis hatareloszlas tételt bizonyit be
a A(T) valdszintiségi véltozékra. Ugyancsak szerepel a probléménak az a
valtozata, amelyikben egy kiindulé pont van, de az, illetve az utédai az R?
Euklideszi térben mozognak, és mozgasuk palyaja Wiener folyamat. Ilyenkor
természetesen egy mérheté A halmazba esO részecskék szamat vizsgaljuk.

Eddig a konyv azon részérdl irtam, amely olyan racson vald véletlen bo-
lyongasokat targyalt, amelyet egy szuperkritikus eldgazasi folyamat részt-
vevoi tesznek. Foglalkozik a konyv azzal az esettel is, amikor egy kritikus
elagazasi folyamat résztvevoinek a véletlen bolyongasait tekintjiik. Ez sokkal
nehezebb eset, itt sokkal Osszetettebb jelenségek 1épnek fel. A kritikus elaga-
zasi folyamatokrdél, azaz arrdl az esetrol, amikor az utédok szamanak varhato
értéke 1, szintén nagyon tartalmas tételek vannak, amelyeket a konyv is-
mertet, és felhasznal. Példaul ismert a jo aszimptotikdja annak, hogy milyen
valdszintiséggel marad a rendszer életben a t idopontig, illetve, ha életben
marad, akkor hany tagja van. Egy nagyon lényeges kiilonbség a kritikus
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és szuperkritikus modell kozott az, hogy a kritikus esetben a csoport tag-
szamanak a feltételes varhato értéke, feltéve, hogy nem halt ki, a t idének
csak polinomidlisan, a szuperkritikus esetben pedig annak exponencialisan
novekvo fiiggvénye. Ezért a kritikus esetben a korabbiaktdl lényegesen eltér6
eredmények érvényesek. Ezek targyalasat elhagyom ebbdl az ismertetésbol.

Az elagazasi folyamatoknak egy érdekes altalanositasa a multiple elagaza-
si folyamat, amelyikben tobb kiilonbozé tipusi egyed van, mindegyik egy egy-
ségnyi ideig €él, és miel6tt meghal, mindegyik tipusi egyedbdl sziil valahanyat,
és a kilonbozo tipusi utdédok szama véletlen. A konyv masodik részének
utolsé téméja ilyen modellek vizsgalatarol szol, de csak azt az esetet vizsgélja,
amikor két kiilonbozo tipus létezik. Vizsgalja azt a kérdést is, hogy mi tor-
ténik akkor, ha a az egyes egyedek véletlen bolyongast végeznek, hasonléan
a kordbban vizsgédlt modellek résztvevoihez, de a f6 probléma ezen multi-
ple elagazasi folyamat viselkedésének a megértése. Az egy tipust tartalmazo
modellek vizsgalataban a szubkritikus, kritikus és szuperkritikus rendszerek
fogalmanak a bevezetése volt hasznos. Felmertil a kérdés, mi felel meg ezeknek
a fogalmaknak az 1j rendszerekben.

Most is érdemes bevezetni a megfelelo varhaté értékeket. Jelolje 0 és 1
a két kiilonbozd tipusi egyed indexét, és jelolje m; 4, 4,7 = 0,1 az ¢ tipusu
egyed j tipust utddainak a varhato értékét. Az

M = ( Mo, ™Mo, )
mio M1

matrix és annak M! t = 1,2,..., hatvdnyai fontos szerepet jitszanak a
vizsgalatokban. Ugyanis, ha B(j, t)-vel jeloljiik a j tipusu egyedek szdamat a
t idépontban, akkor nem nehéz megmutatni, hogy ezek varhato értékei meg-
egyeznek az M! matrixok megfelel§ sorosszegeivel. S6t megfeleld feltételes
varhaté értékek kiszamitasaval és a martingal konvergencia tétel alkalmaza-
saval a B(j,t), t — oo értékek aszimptotikus viselkedésére is jé jellemzést
kapunk. Figyelmes és alapos munka segitségével bebizonyithatjuk az egy
tipusbdl all6 rendszerekrol szolé tételek megfeleloit.

Ez azt jelenti, hogy minket érdekld problémdk megolddsdhoz az M*' mat-
rixok aszimptotikus viselkedését kell megérteni ¢ — oo esetén. Ez a viselkedés
attol fiigg, hogy az M matrix hany nullat tartalmaz, nulla-e a determinansa,
és a A1 nagyobb sajatértékére igaz-e, hogy A; > 0. Sok kiilonboz6 esetet kell
végignézni a teljes megoldas érdekében, és ez a konyv elvégzi ezt a munkat.

A legérdekes eset az, amikor az M matrixnak nincs nulla eleme, deter-
minansa nem nulla, és a nagyobb sajatértékére A\; > 0. Ebben az esetben
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a rendszer ugy viselkedik, mint a szuperkritikus modellek az egyetlen tipust
tartalmazé rendszerekben.

Végill megjegyzem, hogy ha ilyen rendszereket tekintiink, és az azokban
résztvevo egyedek véletlen bolyongast végeznek, akkor a rendszer vizsgalatat
elvégezhetjiik ezen 1j eredmények és a régi mddszerek alkalmazaséval. To-
vabba az eredmények is a korabbiakhoz hasonloak.

Végiil a konyv harmadik része egy olyan eredményt tartalmaz, amely ha-
sonlésagot mutat a Strassen-féle iteralt logaritmus tétellel. Olyan szuperkri-
tikus eldgazasi folyamatokat tekint, amelyben a benne résztvevd egyedek
mozgasa Wiener folyamat. Tekintsiik minden 7' = 1,2, ... indexre az ebben
az idopontban él6 egyedeket és azt a Wiener folyamat palyat, amit 6k az
elddeikkel egyiitt bejartak. Vegyiikk mindegyik ilyen a [0,7] intervallumon
definidlt W;(t) pélydnak a [0,1] intervallumon definidlt wy(i,z) = $W;(2T),
0 < x <1, standardizaltjat. Definialjuk az ezen normalizalt Wiener folyama-
tok mindegyikét tartalmazo

wr = {wr(l,x),wr(2,x),...,wp(B(T),z)}

halmazt, ahol B(T') az elagazasi folyamat T' idépontban létez6 tagjainak a
szaméat jeloli. Igy definidltunk minden w elemi eseményre egy a [0,1] inter-
vallumon folytonos fliggvényekbdl allé wp, T'= 1,2, ..., halmazsorozatot.

Ha adva van egy metrikus tér elemeit tartalmazé halmazok sorozata,
akkor lehet természetes modon definialni e halmazsorozat limesz szuperiorat
és limesz inferiorat. Ha ez a ketto megegyezik, akkor beszélhetiink ennek
a halmazsorozatnak a limeszérdl. Jelen példaban igaz az, hogy a wr, T =
1,2, ..., halmazsorozatnak 1 valésziniiséggel 1étezik limesze, és az megegye-
zik a (2logm)/2S halmazzal, ahol m > 1 a sziiletések szaménak a vdrhaté
értéke, és S a Strassen-féle iterdlt logaritmus tételben definialt, a normalizalt
trajektoridk torlédési pontjait tartalmazé halmaz, pontosabban, ha d-di-
menziés Wiener folyamatokat tekintettiink, akkor annak azon d-dimenzids
valtozataval, amelyik a d-dimenzios Wiener folyamatra érvényes Strassen-féle
iteralt logaritmus tételben jelenik meg. Az, hogy a normalasban megjelent a
logm mennyiség természetes. Ez azzal fligg 6ssze, hogy a wr halmaz B(T)
szamossaganak a nagysagrendje m” nagy T szémra.
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