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Kivonat

Rényi Alfréd 1957-ben altalanositotta a szokasos egész alapu
szamrendszereket nem egész alapokra.

Ez szamos érdekes és mélyre hatd problémahoz vezetett a
szamelmélet, kombinatorika, halmazelmélet, valészinliségszamitas,
mérték- és ergodelmélet, szimbolikus dinamika és a topolégia
tertiletén.

Ez alkalommal f6leg egyértelmiiségi kérdésekkel foglalkozom.

Az elbadas Erdds Pallal, Jod Istvannal, Paola Loretival, Pethd Attilaval,
Marco Pedicinivel, Martijn de Vries-zel, Anna Chiara Lai-jal, Martine
Baatz-cal, Shigeki Akiyama-val, Derong Konggal és Wenxia Li-vel
kdzds kutatasainkon alapul.
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Egyértelmi eldallitasok

Majdnem minden val6s szam egyértelmuien felirhaté tizedes tort
alakban. A kivételes esetekben két eldallitas van: egy csupa nullaval
és egy csupa kilencessel végz6do; példaul

0.500 000 ---=0.499999 - ...

Hasonl6 a helyzet, ha valamely adott m > 2 egész mellett az
altalanosabb

c o, C
m m m
eldallitasokat tekintjik a 0, 1,..., m — 1 szamjegyekkel.
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SEVEEES

/4

Eloallitasok a 0,..., m — 1 szamjegyekkel, ha g # m

Megvaltozik a helyzet, ha az

=—+=+=+
a ¢ ¢
eldallitasokat tekintjuk a 0, 1,..., m—1 szamjegyekkel, de g # m. llyen
elédllitas csak megengedett értékek: x € [0, ’gf*}] esetén lehetséges.

@ ha g > m, akkor minden el6éllitas egyértelm{l, de nem minden
megengedett szam allithaté eld;

@ ha 1 < g < m, akkor minden megengedett szam eldallithatd, de
az eldallitas ritkan egyértelmd.

Az utébbi esetben az egyértelmi eldallitassal rendelkez6 szamok
halmaza egynél kisebb “dimenzi6ju”. Célunk e halmazok kdzelebbi
vizsgalata.
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Hausdorff dimenzid (specialis eset)

Tekintslink egy R"-beli nem-Ures, korlatos és zart K halmazt. Ha
alkalmas r; arényu f; kicsinyitésekkel K az fi(K),. .., fn(K)
képhalmazok (Iényegében) diszjunkt egyesitése, akkor a K halmaz d
Hausdorff dimenzidja eleget tesz az

I‘1d—|—-"+l',-c,i7:1

egyenléségnek, és 0 < d < n.

Példak
@ Egy négyzet négy egybevagd négyzetre bontasaval lathatd, hogy
d=2,mert4.(1/2)9 =1 csak d = 2-re teljesiil.

@ Egy kocka nyolc egybevagé kockara bontasaval lathat6, hogy
d =3, mert8-(1/2)9 =1 csak d = 3-ra teljesiil.
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SEVEEES

A Cantor-féle triadikus halmaz

Azon [0, 1]-beli szdmok K halmazardl van sz6, amelyek felirhatbéak a
harmas szamrendszerben az 1 szamjegy alkalmazasa nélkil. Ez egy
nem Ures, zart halmaz, amelynek nincsenek sem bels®, sem izolalt
pontjai.

K az f1(K) és f(K) halmazok diszjunkt egyesitése, ahol f;(x) = x/3
és h(x) = x/3+2/3. A2-(1/3)9 = 1 egyenletet megoldva
dimK =1In2/In3 ~ 0.631 adodik.

i un nman un
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Altalanos és moho eléallitasok

Az egyszerliség kedvéért olyan

eldallitadsokra szoritkozunk, ahol csak a 0, 1 szamjegyeket hasznaljuk,
és1<g<a

Tétel (Rényi, 1957)

Minden x € [0,1/(q — 1)] szémnak van elballitasa. Ezek kbz6tt van
egy lexikografikusan maximalis.

Megjegyzés

A maximalis eléallitast a moho algoritmus szolgaltatja: minden
lépésben az 1 szamjegyet valasztjuk, kivéve, ha az igy kapott 6sszeg
mar tul nagy lenne.
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El6allitasok

Példak x = 1 moho eldallitasara

@ A g =2 esetben
1 1 1

1:§+Z+§+”m
@ A g = p3 ~ 1.839 Tribonacci alap esetén (q° = g2 + g+ 1)
1 = 1 + l + l
q ¢ ¢
@ A g =y~ 1.618 Fibonacci alap esetén (¢° = g+ 1)
1=+ —.
q ¢

A fenti eldallitasokat 1°°,1110°° és 110°° alakban is irhatjuk.
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Példak x = 1 Osszes eldallitasara

@ A g = 2 esetben 1°° az egyetlen elballitas.

@ A g = ¢3 esetben végtelen sok véges eldallitas van:

_1+l+l_l+i+£+l+l+l_._,
g ¢ ¢ g ¢ ¢ g ¢ ¢

szimbolikusan

1

(110)¥1110~, k=0,1,....
Van tovabba egy végtelen, st duplan végtelen elballitas is:
(110)*°,

amelyik végtelen sok nullat és végtelen sok egyest is tartalmaz;
pontosabban nincs benne sem egy utols6 egyes, sem egy utolsé
nulla szamjegy.
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El6allitasok

Példak x = 1 Osszes eldallitasara

@ A g = ¢ esetben hasonléan adédnak az
(10110 k=0,1,... és (10)®
eldallitasok, de van még végtelen sok mas eléallitas is:
(10)k01>°, k=0,1,....

Az utobbi elbdllitasok végtelenek, de nem duplan végtelenek.

@ Az 1 < g < p esetben x = 1-nek kontinuum sok eléallitasa van
(Erdés—Jod—K., 1990).
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Az U, U és V halmazok

Vezessik be a kdvetkezd halmazokat:
@ g € U < x = 1-nek egyetlen eldallitasa van;
@ g €U < x = 1-nek egyetlen végtelen eldallitasa van;
@ g € V < x = 1-nek egyetlen duplan végtelen eldallitdsa van.
Ekkor N
ucucvy.

Az eldbbi példak alapjan
2c¢lU, @sclUU\U, peV\U és (1,9)NV=0o.

Keérdés
Van-e U-nak mas eleme?
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Erd6s—Horvath—Joé példaja, 1991

Tekintsik az
LI T .
9 ¢ q* o
egyenlet, vagyis a (¢;) = 11(01)>° szdmjegysorozat altal értelmezett
g ~ 1.802 alapot. Itt az x = 1 szdmnak nincs mas eldallitasa:

@ ha (dj) > (cj), akkor az els6 Uj térttel az 6sszeg mar tul nagy lesz:

1 1 1 1 1 1 1

a>w+w+“‘<:>1>a+7+7+?+"‘

Q¢ q°

@ ha (d)) < (c;), akkor az els6 elhagyott t6rt nem kompenzéalhat6
eddig hianyzdak hozzavételével ugyanezen egyenlétlenség miatt.
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Egyértelmiiségi alapok

U mérete
Emlékeztetlink i/ értelmezésére:

g € U <= x = 1-nek egyetlen elballitasa van.

Tétel (Erdos—Horvath—Joo, 1991)
Az U halmaz

@ nulla Lebesgue mértéki;

@ kontinuum szamossagu,

s s

Tétel (Daroczy—Katai, 1995)
Az U halmaz

@ 1 (maximalis) Hausdorff dimenzidju.
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U’ lexikografikus jellemzése

Jeloljik U'-vel az egyértelm( elballitasok (0-1 sorozatok) halmazat. A
kdvetkezd Parry tipusu jellemzésben a 0 := 1, 1 := 0 jel6léseket
hasznaljuk:

Tétel (Erdos—Joo—K., 1990)
Egy c € {0,1} sorozat pontosan akkor tartozik U'-héz, ha

Cni1Cpy2 -+ < C1Cp--- Vvalahanyszor cn, =0,

és

Cni1Cniz -+ < C1Cp--- Vvalahanyszor cp=1.

Példaul 1> € i/’ és 1(10)>° € U’: az utbébbi esetben a bal oldal (01)>°
vagy (10)°°, a jobb oldal pedig 11(01)°.

Komornik Vilmos Nem egész alapt szamrendszerek MTA, Budapest, 2017. I. 18. 14 /26



Egyértelmiiségi alapok

U topologikus szerkezete

Tétel (Loreti—K., 1998, 2007, Loreti—Petho-K., 2003)
@ U-nak van egy legkisebb q' ~ 1.787 eleme.
@ U feliilrél zart, de alulrél nem: a lezardsali.
@ U nulla mértékii Cantor halmaz, igy U sehol sem s(iri.

Megjegyzés
A g szam a

egyenlet megoldasa, ahol
7071 ---=01101001 10010110 - - -

a Thue—Morse sorozat.

y
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Egyértelmiiségi alapok

U finomabb szerkezete

Tétel (de Vries—K., 2009)
@ (1,2)\ U megszamlalhatéan végtelen sok diszjunkt nyilt (qo, q3)
intervallum egyesitése.

@ A bal végpontok 1-et és azU \ U halmazt futjiak végig, és
valamennyien algebrai egészek.

@ A jobb végpontok azU halmaz egy valodiU* részhalmazat futjak

VEgig.
O O O O O O @
1 q do a5 o Q@ 2
Megjegyzés

U* minden eleme transzcendens (Kong—Li, 2014).
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Egyértelmiiségi halmazok

Egyértelmiségi halmazok

Definicio
Adott g alap esetén jeléljiik L,-val az egyértelmi elballitasu x-ek
halmazat.

Tétel (de Vries-K., 2009)

@ Uy zart halmaz < q ¢ U.
@ g € U = minden x € Uq \ Ug-nak két eléallitasa van.
@ q €U\ U = minden x € Uy \ Ug-nak megszamlalhatéan

7z

végtelen sok elballitasa van.

Példa

2 € U = Uy nem zart, és Uy \ Uqg a (0, 1)-beli diadikusan raciondlis
szamok halmaza.

v
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Egyértelmiiségi halmazok

Uqg mérete

A q alap ndvekedtével U, is egyre nagyobb:
Tétel (Glendinning—Sidorov, 2001)

@ 1< g < p = Uq-nak csak két trividlis eleme van: 0 és q%.
@ ¢ < q < g = Ugq megszamlalhatéan végtelen.

@ g = q' = Uy kontinuum szamossagu, de dimig = 0.

@ gd<g<2=0<dmly<1.

@ g=2=dimlUy =1.
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Egyértelmiiségi halmazok

Topologikus entrépia és Hausdorff dimenzid

Jeloljik Ug-vel az Uq-beli szamok egyértelmii elballitasainak a
halmazat. Az U; halmaz topologikus entrdpiajat a

haty — tim 292 |BoU] 1062 |Balld)

n—o0 n n n

képlettel értelmezziik, ahol |B,(Uy)| az n hosszisagu kezdd szavak
szamat jeloli az Ug-beli sorozatokban.

Tétel (Kong-Li—K., 2017)
h(tg)

log,

dimiy = minden q € (1,2]-re.

A tétel megjavitja Katai és Kallés (1999-2001) korabbi eredményeit.
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N
Az “Orddg lépcsdje”

A Cantor-flggvény az egyetlen olyan folytonos és monoton névekvd
f:[0,1] — [0, 1] figgveény, amelyet a Cantor-féle triadikus halmazon az

= 2¢; ) > Cj

i=1 i=1

képlet definial:

Erre a fliggvényre a Newton-Leibniz formula nem érvényes: f = 0
majdnem minden(tt, de f(0) < f(1).
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Egyértelmiiségi halmazok

A dimenzi6 fuggveény

Tétel (Kong-Li-K., 2017)
A d(q) :=dimiy fliggvény [q',2]-ben
@ folytonos,
@ korlatos valtozasu (két monoton névekvé fliggvény kilénbsége),
@ d < 0 majdnem mindentitt (U-on kiviil),
e d(qd) < d(2).
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Egyértelmiiségi halmazok
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AV halmaz szerkezete

Emlékeztetlink arra, hogy:
@ g € U < x = 1-nek egyetlen eldallitasa van;
@ g € U < x = 1-nek egyetlen végtelen eldallitasa van;
@ g € V < x = 1-nek egyetlen duplan végtelen eldallitadsa van.

Tétel
@ UCUCY, ésV zart halmaz.

@ V \ U elemei algebrai egészek, amelyek (1,2) \ U mindegyik
(9., 95) komponenseben monoton névekedd, q;-hoz tarté
g1 < Qo < --- Ssorozatot alkotnak:

O O
do a1 92 B
@ V legkisebb eleme a ¢ Fibonacci szam (aranymetszés):
O O
1 ¥ gz G - g
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Stabilitasi intervallumok és i, topologiaja
Tekintsilk Ujra az Ug-beli szamok egyértelmii elballitasainak az i,
halmazat.

Tétel (Daroczy—Katai, 1993, 1995)
Ha p < q, akkor Uy, C Uy,.

Tétel (de Vries—K., 2009)

@ U, =Uy <= p,q < (qn-1,9n] az (1,2) \ V halmaz valamely
(9n—1, gn) komponensére.

@ Uy pontosan akkor Cantor halmaz, ha q € (qo, g1] valamely

Qo €U\ U-ra:
@ ®
do g qz a3 ol
v
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Néhany nyitott kerdés

@ Tetszdleges N = 2,3, ... esetén kontinuum sok olyan q létezik,
amelyekben x = 1-nek pontosan N eléallitasa van. Keveset
tudunk ezek halmazardl.

@ Tetszblegesen rogzitett 1 < g<2és N =2,3,... esetén keveset
tudunk azon x-ek halmazarél, amelyeknek pontosan N el6allitasa
van.

@ Mi a helyzet altalanosabb szamjegyhalmazok, példaul {0, 1,3}
esetén?
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Egyértelmiiségi halmazok

Altalanositott aranymetszés

Rdégzitett m > 2 valés szam mellett és g > 1 alap tekintsik az

alaku eldllitdsokat, ahol ¢; € {0, 1, m} minden i-re, és jeldljik Uy-val az
egyértelmi eldllitadsu x-ek halmazat.
Tétel

Létezik egy olyan pm > 1 szam, hogy 1 < q < pm esetén Uq-nak csak
Kkét trivialis eleme van, q > pm esetén pedig vannak tovabbi elemei is.

Megjegyzések
@ Minden haromjegy( szamjegyhalmaz ekvivalens a fentivel
alkalmas m-re.
@ Kétjegyl szamjegyhalmazokra az aranymetszés a megfeleld
kritikus érték.
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Haromjegyl szamjegyhalmazok

Tétel (Lai—-Pedicini-K., 2011)
@ Az mw— ppy flggvény folytonos, és

< < =
2_pm_Pm 1+ m_1

minden m-re.
@ pn=2<—me {2,4,8,...}.

@ C:={m>2 : pm= Pn} Cantor-halmaz; a legkisebb eleme
1+ x ~ 2.3247, ahol x az elsé Pisot szamot: az x® = x + 1
egyenlet pozitiv gyokét jeldli.

Megjegyzés
dim C = 0 (Baker—Steiner, 2015).

v
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