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I. fejezet

El6sz6

A versenyzdkhoz és tanarkollégakhoz hasonloan a zstiri is nagy varakozassal tekintett a
2016. évi Nemzetkozi Magyar matematikaverseny elébe.

Komoly kihivast jelentett a sok szép bekiildott feladat feldolgozasa, és nehéz volt a valasz-
tés, hogy koziiliik melyik 4-szer 6 feladattal 6rvendeztessiik meg a didkokat. Igyekeztiink
nagyon alapos és részletes megoldasokat irni, ami egyrészt megkonnyitheti a javitast és a
pontozast, masrészt tanulsdgos lehet a mostani és jovGbeli versenyz6k, valamint minden,
a matematika irdnt érdekl6dé didk vagy tanar részére.

Reméljiik, ez a konyvecske sokak szaméra lesz kellemes és hasznos olvasmany, a résztve-
véknek pedig felidézi majd a Budapesten egyiitt toltott napokat.

Minden kedves olvasonak tovabbi sok szép matekpéldat és azokhoz Oromteli és sikeres
fejtorést kivan a versenybizottsag:

Besenyei Adam, Freud Robert, Grof Andrea, Horvath Eszter, Moussong Gabor




Feladatok kittiz6i

A feladatlapokat az alabb felsorolt kollégak javaslatai alapjan allitottuk ossze.

Balint Béla, Zsolna

Bencze Mihaly, Bukarest

Biro Balint, Eger

Biré Béla, Sepsiszentgyorgy
Kéantor Sandor, Debrecen
Kéantor Sandorné, Debrecen
Katz Sandor, Bonyhad
Kekenak Szilvia, Kassa

Kovacs Béla, Szatmarnémeti
Minda Mihaly, Vac

Nagy Piroska Maria, Dunakeszi
Olosz Ferenc, Szatméarnémeti
Remeténé Orvos Viola, Debrecen
Roka Sandor, Nyiregyhéaza
Szab6 Magda, Zenta-Szabadka
Szoldatics Jozsef, Budapest
Toth Sandor, Kisvarda

K6szonjiik munkajukat!



II. fejezet
Feladatok

I1.1. 9. osztaly

9/1. feladat Nevezziink egy szamot primosszegiinek, ha a tizes szamrendszerben fel-
irt szam szamjegyeinek Osszege primszam. Legfeljebb hany primosszegt szam lehet 6t
egymast kdvetd pozitiv egész szam kozott?

Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

9/2. feladat Melyek azok az z egész szamok, amelyekre x* + 3z + 24 négyzetszam?
Szabo Magda (Zenta—Szabadka)

9/3. feladat Bizonyitsa be, hogy az
(n® +n)(n? 4+ Tn + 6)(n* + Tn + 10)(n* + Tn + 12)

kifejezés minden egész n esetén oszthatd 2016-tal.
Nagy Piroska Mdria (Dunakeszi)
Szoldatics Jozsef (Budapest)

9/4. feladat Egy egyenls szara haromszog alapon fekvé szogének felezdje kétszer olyan
hosszi, mint a szarak szogének felezGje. Mekkorak a haromszog szogei?
Katz Sdandor (Bonyhdd)

9/5. feladat Adva van a sikban 2016 olyan pont, hogy minden pontharmasbol kivalaszt-
hato két pont, amelyek 1 egységnél kisebb tavolsdgra vannak egymastol. Bizonyitsa be,
hogy létezik olyan egységsugari kor, amely a 2016 pont koziil legaldabb 1008-at tartalmaz.

Balint Béla (Zsolna)

9/6. feladat Az x1,x9, 23, ..., x, szamok mindegyikének értéke +1 vagy —1. Bizonyitsa
be, hogy ha

T1ToX3Xy + ToX3Tals + T3T4T5T6 + - . . + Ty 1TpT1T2 + TpT120x3 = 0,

akkor az n szam 4-gyel oszthato.
Kekendk Szilvia (Kassa)



Feladatok 10. osztaly XXV. NMMV

I1.2. 10. osztaly

10/1. feladat Egy didk megirt mar néhany dolgozatot, és az utolsd megirasa elGtt
szamolgat: Ha az utolsoét 97 pontosra irom, akkor az atlagom 90 pont lesz, ha csak 73
pontra sikeriil, akkor 87 pont lesz az atlagom. Hany dolgozatot irt eddig a didk, és mennyi

volt az atlagpontszama?
Katz Sdndor (Bonyhdd)

10/2. feladat Hanyféleképpen lehet sorrendbe allitani a RENDETLENUL sz6 betiit
tgy, hogy ne alljon két E betii egymas mellett? (Minden betiit pontosan egyszer haszné-
lunk fel.)

Badlint Béla (Zsolna)

10/3. feladat Adott a sikban két egymasra meréleges egyenes, f és g, valamint a g
egyenesen két pont, A és B, amelyek egyméastol is és a két egyenes metszéspontjatol
is kiillonboznek. Az f egyenes egy tetszéleges P pontjat az adott pontokkal &sszekotd
egyenesekre merdélegeseket allitunk az A és B pontokban. Hatarozza meg a merélegesek
metszéspontjainak a halmazat, ha P végigfut az f egyenesen.

Kdntor Sindorné (Debrecen)

10/4. feladat Legyen az AB atmérgji ki kor egy A-t6l és B-t6l kiilonboz6 pontja C.
Bocséassunk merélegest a C' pontb6l AB-re, a mer6leges talppontja 7. A C' kézépponti,
C'T sugaru ko kor a ky kort a D és E pontokban metszi. A DFE és C'T szakaszok metszés-
pontja M, a CA és DE, valamint a C'B és DFE szakaszok metszéspontjai rendre X és Y.
Bizonyitsa be, hogy M X = MY

Biré Bdlint (Eger)

10/5. feladat Bizonyitsa be, hogy n + 1 darab kiilonb6z6, 2n-nél kisebb pozitiv egész
szam koziil kivalaszthatd harom kiilonb6z6 gy, hogy ezek koziil kett6 6sszege megegyezzen
a harmadikkal.

Bencze Mihdly (Bukarest)

10/6. feladat Képezziik az {1,2,3,...,2016} halmaz minden nemiires részhalmazat. Az
egy részhalmazban 16v6 szdmokat szorozzuk Ossze és vegyiik a szorzat reciprokit, majd
ezeket adjuk Ossze. (Ha a halmaz egyelemt, akkor egytényezds szorzatnak tekintjiik és
ennek vessziik a reciprokat.) Mekkora az igy kapott Osszeg?

Kdntor Sandor (Debrecen)



XXV. NMMV 11. osztaly Feladatok

I1.3. 11. osztaly

11/1. feladat Egy haromszog harom oldalanak mérészama, a, b, c ebben a sorrendben

egy mértani sorozat harom egymést kovets tagja. Bizonyitsa be, hogy a? + ¢? < 3ac.
Minda Mihdly (Vic)

11/2. feladat Egy interneten lebonyolitott bajnoksagon minden résztvevé minden méasik
résztvevével pontosan kétszer jatszott. Egy mérkézésen a gyGztes 2, a vesztes 0 pontot
kapott, dontetlen esetén mindkét jatékosnak 1-1 pont jart. Az eredménylista Osszeéllitoi
meglepve tapasztaltik, hogy az utolsé helyezett kivételével minden versenyzé pontszama
ugy adodik, hogy a kozvetleniill mogdtte végz6 pontszaméhoz mindig ugyanazt a paros
szamot hozzdadjuk. A gyGztes 2016 pontot szerzett. Hanyan vettek részt a versenyen?
Téth Sandor (Kisvdrda)

11/3. feladat Az ABC derékszogili haromszogben az A csucsndl levs szog o. Az AB
atfogdhoz tartozd magassag az atfogét a D pontban metszi. Az ADC haromszégbe olyan
DEFG négyzetet rajzolunk, amelynek F, F' és GG cstcsai rendre DC-re, C'A-ra és AD-re
illeszkednek, a C'DB haromszogbe pedig olyan DHIJ négyzetet, amelynek H, I és J
csucsal DB-re, BC-re és C D-re esnek. Jelolje t1 és t, a DEFG, illetve a DHIJ négyzet
teriiletét. Bizonyitsa be, hogy

ty
ti+ty

cosa =
Biré Badlint (Eger)

11/4. feladat Az a,, sorozatban a; = 1és a, =n(a;+as+az+...+a,_1), han > 2.
Hatarozza meg asp16 értékét.

Nagy Piroska Mdria (Dunakeszi)

Szoldatics Jozsef (Budapest)

11/5. feladat Jeldlje p, az n-edik primszamot (p; = 2,p; = 3,...). Bizonyitsa be, hogy
minden n pozitiv egész szam esetén

1 1 1 1
_l’_

. <
piP2 D203 DPnPn+1 3

Bencze Mihdly (Bukarest)

11/6. feladat Az ABCD paralelogramma A csticsan athalado kor az AB, AD oldalakat
és az AC atlot rendre az M, N, illetve K pontokban metszi. Bizonyitsa be, hogy

AB-AM + AD - AN = AC - AK.

Roka Sandor (Nyiregyhdza)



Feladatok 12. osztaly XXV. NMMV

I1.4. 12. osztaly

12/1. feladat Az ABC szabalyos haromszog koré irt koron a révidebb AB iven kijeloliink
egy M pontot. Bizonyitsa be, hogy AB? >3- AM - M B.
Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

12/2. feladat Az 6t6s lotton 5 szamot kell megjeldlni az 1,2, ...,90 szamok koziil. Peti
egy olyan szelvénnyel jatszik, amelyen az 5 megjelolt szamban az 1,2,...,9 szamjegyek
mindegyike pontosan egyszer szerepel, és a 0 szamjegy nem fordul el6. Petinek sz6l a
baratja, hogy az aznapi sorsolason ilyen 5 szamot huztak ki, de magukrol a kihtuzott sza-
mokrol nem tud semmit sem mondani. Mi a valoszintisége annak, hogy Petinek legalabb
4 taldlata van?

Remeténé Orvos Viola (Debrecen)

12/3. feladat Igazolja, hogy 1992 - 2012 - 2016 - 2022 - 2042 + 55 Gsszetett szam.
Kovdces Béla (Szatmdrnémeti)

12/4. feladat Igazolja, hogy ha a P polinom minden egyiitthatéja nemnegativ valos
szam, akkor > 0 esetén P(z)P(2) > (P(1))%.
Kekendak Szilvia (Kassa)

12/5. feladat Egy konvex négyszog oldalainak és atloinak hossza racionalis szam. Mu-
tassa meg, hogy az atlokat a metszéspontjuk racionalis hosszusagi szakaszokra osztja.
Téth Sdndor (Kisvdrda)

12/6. feladat Oldja meg az 2 + 2 = 5/bx — 2 egyenletet a valos szamok halmazéan.
Biré Béla (Sepsiszentgyirgy)



I11. fejezet

Megoldasok

III.1. 9. osztaly

9/1. feladat Nevezziink egy szamot primosszegiinek, ha a tizes szamrendszerben fel-
irt szam szamjegyeinek Osszege primszam. Legfeljebb hany primdsszegli szam lehet 6t
egymast kdvetd pozitiv egész szam kozott?

Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

1. megoldéas: Az 6t szam kozott van harom olyan, amely ugyanabba a tizes blokkba
tartozik. (3 pont)

Ez a hdrom szam egymastol csak az utols6 szamjegyben kiillonbozik, a szamjegydsszegeiket
kiszamolva tehat harom egymast kovetd szamot kapunk. (2 pont)

Harom egymaést kdvet§ szam nem lehet mind primszam, tehat az ugyanabba a tizes blokk-
ba tartoz6 harom szam nem lehet mind prim. Ezért az 6t egymést kovets egész szam
kozott legfeljebb négy primosszegii szam lehet. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy létezik 6t olyan egymast kévets egész szam, amelyek kozott négy prim-

Osszegl szam van. Ilyenek példaul: 199,200,201, 202, 203, ahol a szdmjegydsszegek rendre
19,2,3,4,5; vagy 197,198,199, 200, 201, ahol a szamjegyosszegek rendre 17,18, 19, 2, 3.

(2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Egy szam szamjegyosszege 3-mal osztva ugyanannyi maradékot ad,
mint maga a szdm. Ot egymast kdvet§ szam szadmjegyosszegei kozott tehat mindig van
3-mal oszthato. (1 pont)

Ha a 3-mal oszthato6 szamjegyGsszeg nem prim, akkor legfeljebb négy primdésszegti szamunk
lehet. Mind az 6t 0sszeg csak tigy lehet prim, ha a 3-mal oszthaté szamjegyosszeg a 3.
(1 pont)

Egy n szam szamjegyosszege haromféleképpen lehet 3: egy 3-as utan valahény 0; egy 2-es,
egy l-es és valahany 0; vagy harom 1-es és valahany 0. (1 pont)

Az n végzddése tehat 0,1,2 vagy (n = 3 esetén) 3.

7



Megoldasok 9. osztaly XXV. NMMV

Ezért n + 1 szdmjegyosszege mindegyik esetben 4 (hiszen nem torténik tizes atlépés),

vagyis nem prim. Mind az 0t 0sszeg csak ugy lehet prim, ha n az 6t6dik helyen all6 szam.
(2 pont)

Az 6t6dik helyen all6 n szam nem lehet a 3, mert akkor a szamok kozott negativ szamok

is lennének.

Minden més esetben n legalabb kétjegyi. A harommal oszthatd n — 3 szam végzidése 7,

8 vagy 9, szamjegyeinek Osszege nem lehet 3, ezért nem prim. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy létezik 6t olyan egymast kovets egész szam, amelyek kozott négy
primosszegi szam van. Ilyenek példaul: 199, 200, 201, 202, 203, ahol a szamjegyosszegek
rendre 19, 2, 3, 4, 5; vagy 197, 198, 199, 200, 201, ahol a szamjegyosszegek rendre 17, 18,
19, 2, 3. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

3. megoldas: Két egymast kdvetd szam szamjegyosszege tizes atlépéskor lehet azonos
paritasa (pl. 9, 10 vagy 19, 20), maskor mindig kiilonb6z6, mert csak az utolsé szamjegy
kiilonbozik 1-gyel. Ot egymést kovets szam szamjegyosszegei kozott ezért mindig van
legalabb két péros. (2 pont)
Ez a két paros szam csak gy lehetne egyardnt prim, ha mindegyikiik 2. Egy n szam
jegyeinek Osszege kétféleképpen lehet 2: egy 2-es utén valahany 0; vagy két 1-es és valahany
0. (1 pont)
A szam végz6dése tehat 0,1 vagy (n = 2 esetén) 2.

Ha n = 2, akkor az n + 2 = 4 is a szamok kozott van, amely nem prim.
Minden mas esetben az n + 1-t6l n 4 4-ig terjed szamok szamjegyosszege nagyobb, mint
az n szamjegyosszege. Az n — 4-t6l n — 1-ig terjedd szamoknak vagy 1 a szamjegyosszege,
vagy pedig jegyeik kozott van 6, 7, 8 vagy 9, egyik esetben sem lehet az Gsszeg 2.
Nincs tehat n — 4-t61 n + 4-ig més olyan szdm, amelyben a szamjegyosszeg 2.
Ezért az 6t egymast kovetd egész szam kozott legfeljebb négy primdsszegl szdm lehet.
(4 pont)
Megmutatjuk, hogy létezik 6t olyan egymast kovets egész szam, amelyek kozott négy
primdsszegii szam van. Ilyenek példaul: 199, 200, 201, 202, 203, ahol a szdmjegyosszegek
rendre 19, 2, 3, 4, 5; vagy 197, 198, 199, 200, 201, ahol a szamjegyosszegek rendre 17, 18,
19, 2, 3. (2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

9/2. feladat Melyek azok az x egész szamok, amelyekre 22 + 3x + 24 négyzetszam?
Szabo Magda (Zenta—Szabadka)

1. megoldas: Keressiik az 22 + 3z + 24 = y? egyenlet egész megoldasait. Ezt 4-gyel
szorozva: 4% + 12z + 96 = 4y (2 pont)

Atrendezve:

(22 + 3)* + 87 = 4y°
(22 + 3)* — 49* = —87.



XXV. NMMV 9. osztaly Megoldasok

Szorzattéd alakitva:
2z +3 —2y)(2z + 3 + 2y) = —87. (2 pont)

A 87 osztoi £1, +3, £29, +87, a két tényezs ezek koziil keriilhet ki. Feltehetjiik, hogy
y pozitiv, ekkor a mésodik tényez6 a nagyobb. Megoldandok tehat a kévetkezd egyenlet-
rendszerek:

20 4+3 -2y =—1 20 +3—-2y=-3
2z + 3+ 2y = 87, 20 + 3+ 2y = 29,

20 +3 -2y = -29 20 +3 =2y = =87
{I Y {x Y (3 pont)

20+ 3+ 2y = 3, 20 +3+2y=1.

Ezek megoldasa rendre:

z =20 r=2>5 r=—8 r=—23
(y=22), (y=8), (y=3), (y = 22).

A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.
(2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Keressiik az 2% + 3x + 24 = y? egyenlet egész megoldésait. Ezt 4-gyel
szorozva: 4% + 12z + 96 = 4y (2 pont)

Atrendezve:

(27 + 3)* + 87 = 4y?
4y? — (22 + 3)* = 87.

Két négyzetszam kiilénbsége 87. Tudjuk, hogy az egymaést kivets négyzetszamok kiilénb-
ségei a paratlan szamok, 87 tehat valahany egymaést koveté paratlan szam Osszege.
(2 pont)
A 87 pératlan, tehat paratlan darab pératlan szadmot keresiink, ezek Osszege oszthatod a
tagok szamaval. A 87 osztdi 1,3,29,87. A tagok szama lehet 1 és lehet 3, de 29 vagy 87
nem lehet. (2 pont)
Egy tag esetén: 87 = 442 — 432, ekkor 2z + 3 = 43, azaz v = 20; vagy 2z + 3 = —43, azaz
r = —23.
Harom tag esetén: 87 = 27 + 29 + 31 = 16% — 132, ekkor 2x + 3 = 13, azaz x = 5; vagy
20 4+ 3 = —13, azaz x = —8.
A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Fzek valoban megoldasai az egyenletnek.
(3 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. megoldas: Keressiik az 2% +3x+24 négyzetszamot (v+k)? = 22+ 2kz+k? alakban.
Ekkor 3z + 24 = 2kz + k?. Atrendezve: x(2k — 3) = 24 — k2, vagyis 2k — 3 | k? — 24.

(3 pont)

Ekkor 2k — 3 | 2k% — 48 kovetkezik, és 2k — 3 | 2k* — 3k is nyilvan igaz. Ezekbdl 2k — 3 |

| 48 — 3k, ezért 2k — 3 | 96 — 6k. Ugyanakkor 2k — 3 | 9 — Gk, tehat 2k — 3| 96 — 9 = 8T.

(4 pont)



Megoldasok 9. osztaly XXV. NMMV

A 87 osztoi +1, —1, +3, —3, 429, —29, +87, —87, ezek koziil keriilhet ki 2k — 3. Ekkor
k értéke rendre 2, 1, 3, 0, 16, —13, 45, —42, innen x értéke rendre 20, —23, 5, —8, —8, 5,
—23, 20.
A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.
(2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

4. megoldas: Keressiik az 22 + 3z + 24 = y? egyenlet egész megoldasait. Atrendezve:
22 4+ 3z + (24 — y?) = 0. A masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan

—3+./9—4(24—y?) -3+ /4287

T = 5 = 5 .
Igy « csak akkor lehet egész, ha 4y? — 87 négyzetszam: 4y?> — 87 = n2. (3 pont)
Atrendezve:
dy? —n® =87
(2y — n)(2y +n) = 87. (1 pont)

Feltehetjiik, hogy y és n pozitiv, ekkor a masodik tényez6 a nagyobb, és pozitiv. A 87
pozitiv osztoi: 1, 3,29, 87. Megoldanddk tehat a kovetkez6 egyenletrendszerek:

2y—n=1 2y —n =3
{y {y (3 pont)

2y +n = 87, 2y +n = 29.

Ezek megoldasai rendre: y = 22, ekkor x = —23 vagy = = 20; illetve y = 8, ekkor x = —8
vagy T = 5.
A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.
(2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

9/3. feladat Bizonyitsa be, hogy az
(n* + Tn)(n* + Tn + 6)(n® + Tn + 10)(n® + Tn + 12)

kifejezés minden egész n esetén oszthatd 2016-tal.
Nagy Piroska Mdria (Dunakeszi)
Szoldatics Jozsef (Budapest)

1. megoldas: Alakitsuk szorzatta a tényezéket: (1 pont)

n?+7Tn=n(n+7)
n*+Tn+6=n>+n+6n+6=(n+1)(n+6)
n*++10=n*+2n+5n+10 = (n+2)(n+5)
n*+Mn+12=n>+3n+4n+12 = (n+3)(n +4). (2 pont)

10



XXV. NMMV 9. osztaly Megoldasok

A kérdéses kifejezés tehat n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n 4+ 4)(n + 5)(n + 6)(n + 7) alakban
irhato. Ez 8 egymast kovets egész szam szorzata. (1 pont)

Belatjuk, hogy a szorzat oszthato 2° - 32 - 7 = 2016-tal. (1 pont)

A 8 egymést kovetd szam kozott biztosan van 7-tel oszthato, igy a szorzat oszthato 7-tel.
(1 pont)

Van kozottiik legalabb 2 darab 3-mal oszthato, igy a szorzat oszthatoé 3%-nel. (1 pont)

Van 4 darab péros szam és van 4-gyel is oszthatd, ezzel megvan a hidnyzo 2-es primtényezd,
igy a szorzat oszthato 25-nel. (2 pont)

A kifejezés tehat oszthatd 2016-tal.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Belatjuk, hogy a szorzat oszthaté 2016 = 25 - 32 - T-tel. (1 pont)

Vizsgéaljuk sorban a 25, 32, illetve 7 tényezékkel valo oszthatosagot.

Mivel n? és 7n azonos paritast, mind a négy tényezs paros. Az n? + Tn és n?> +7n + 6

kiilonboz6 maradékot adnak 4-gyel osztva, egyikiik tehat 4-gyel oszthato, ezzel megvan a
hidnyz6 2-es primtényezd, igy a szorzat oszthatd 25-nel. (2 pont)

Ha n = 3k alaki, akkor n? + 7n és n? + Tn + 6 egyarant oszthato 3-mal, igy a szorzat

oszthato 3%-nel.

Ha n = 3k — 1 alakd, akkor n?-nek a 3-as maradéka 1, 7Tn-nek a 3-as maradéka —1. Az
n? + Tn és n? + Tn + 6 tehat ilyenkor is oszthaté 3-mal, igy a szorzat oszthatd 3%-nel.

Ha n = 3k + 1 alakt, akkor n2+Tn+10 = 9k2 + 6k +14+21k+7+10 = 9k> + 27k + 18 =
= 9(k* + 3k + 2), ez 9-cel oszthato, igy a szorzat is oszthato 3%-nel. (3 pont)

A 7-tel val6 oszthatosag szempontjabol elég az n?, n? + 6, n? + 10, n? 4+ 12 szamokat
vizsgalni.
Ha n = 7k alaku, akkor n? oszthato 7-tel.
Ha n = 7k + 1 alakq, akkor n2-nek a 7-es maradéka 1, tehat n? 4 6 oszthatd 7-tel.
Ha n = 7k 4+ 2 alaki, akkor n?-nek a 7-es maradéka 4, tehat n? 4+ 10 oszthato 7-tel.
Ha n = Tk + 3 alakt, akkor n?-nek a 7-es maradéka 2, tehat n? + 12 oszthato 7-tel.
(3 pont)

A kifejezés tehat oszthato 2° - 32 - 7 = 2016-tal.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

9/4. feladat Egy egyenls szara haromszog alapon fekvs szogének felezdje kétszer olyan
hosszi, mint a szarak szogének felezGje. Mekkorak a haromszog szogei?

Katz Sdndor (Bonyhdd)

1. megoldas: Legyen a szoban forgd6 ABC haromszogben AC' = BC', valamint AD és
C'FE a két szogfelezs szakasz, a feltevés szerint AD = 2-C'E. Legyen a« = BAC<t = CBA<.
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Megoldasok 9. osztaly XXV. NMMV

A E B

Allitsunk merslegest az AB alapra az A pontban, jelslje F' ennek metszéspontjat a BC
egyenessel. Mivel az F pont felezi az AB szakaszt, a parhuzamos szelGk tétele miatt (vagy

az EBC és ABF haromszogek hasonlosaga folytan) FA =2 CE. (3 pont)
Az FAD haromszog tehat egyenld szar, és ezért AFD< = ADF<. (2 pont)
Ezek a szogek a-val kifejezhet6k az ABF és az ABD haromszog szogosszegét felhasznalva:
AFD<=90°—«, illetve ADF< = % +a. (2 pont)

Az « szogre ezekbdl a 90°—a = (3/2)« egyenletet kapjuk, ahonnan o = 36°. A haromszog
szogei tehat 36°, 36° és 108°. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Hasznaljuk az 1. megoldasban bevezetett A, B, C, D, E és « jeloléseket.
Tiikrozziik a haromszog C csucsat az AB alapra, a tiikorképet jelolje C’. Ekkor AC” || C'B,
igy az AC'DC' négyszog trapéz. (1 pont)

c’

A feltétel szerint AD =2-CFE = CC’, ezért az AC'DC' trapéz két atloja egyenls, vagyis
szimmetrikus trapézrol van szo. (2 pont)
Szimmetrikus trapézban az atlok egyenls szogeket zarnak be az alapokkal, ezért C' AD<( =
= AC'C«. (2 pont)

Ezek a szogek a-val kifejezve:
C'"AD< = C'AB< + BAD< = a + % s AC'C< = ACC'<<=90° —a, (2 pont)
ahonnan (3/2)a = 90° — «, azaz a = 36°. A haromszog szogei tehat 36°, 36° és 108°.
(2 pont)

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont
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XXV. NMMV 9. osztaly Megoldasok

9/5. feladat Adva van a sikban 2016 olyan pont, hogy minden pontharmasbol kivalaszt-
hato két pont, amelyek 1 egységnél kisebb tavolsdgra vannak egymastol. Bizonyitsa be,
hogy létezik olyan egységsugari kor, amely a 2016 pont koziil legalabb 1008-at tartalmaz.

Badlint Béla (Zsolna)

1. megoldas: Ha a pontok kozott nincs két olyan pont, amelyek tavolsaga legalabb
1, akkor készen vagyunk, a megadott pontok koziil barmelyik koriil rajzolt egységsugari
kor megfelel. (2 pont)

Ha az A és B pontok tavolsdga legalabb 1, akkor tekintsiik az A, illetve B kozéppontu
egységsugaru koroket. (2 pont)
Ha egy C pont egyik kérben sincs benne, akkor az ABC pontharmas ellentmond a feladat
feltételeinek. (2 pont)

A 2016 pontnak tehat mindegyike benne van a két kor koziil legalabb az egyikben. Nem
lehet mindkét korben 1008-nél kevesebb pont. (Legalabb) az egyik kor tehat legalabb

1008 pontot tartalmaz. (3 pont)
Létezik tehat olyan egységsugart kor, amely a 2016 pont koziil legalabb 1008-at tartalmaz.
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Legyen A a 2016 pont egyike. Tekintsiik az A koriili egységsugari kort.

Ha ebben van legalabb 1008 pont, akkor készen vagyunk. (2 pont)
Ha nincs, akkor legyen B és C' két pont a kéron kiviil 16v6 legalabb 1009 pont koziil.

(2 pont)
Mivel AB és AC nagyobb 1-nél, a feladat feltétele szerint BC' < 1. (2 pont)
Ugyanigy barmely két kiviil 1év6 pont tavolsdga 1-nél kisebb. A kiviil 1év6 pontokat ezért
tartalmazza példaul a B koriili egységsugari kor. (3 pont)

Létezik tehat olyan egységsugart kor, amely a 2016 pont koziil legalabb 1008-at tartalmaz.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

9/6. feladat Az xq, 29,23, ..., x, szamok mindegyikének értéke +1 vagy —1. Bizonyitsa
be, hogy ha

T1X2T3L4 + ToX3T4Ts + T3T4T5Tg + .. . + Tp_1Tp,T1T2 + TpT1T2x3 = 0,

akkor az n szam 4-gyel oszthato.
Kekendk Szilvia (Kassa)

1. megoldas: Az 6sszeg mindegyik tagja +1 vagy —1. (1 pont)
Nézziik meg, mi torténik, ha az egyik szam, z; el6jelét megvaltoztatjuk. (2 pont)
Az x; szam az Osszeg négy tagjaban szerepel, ezen tagok elGjele fog megvaltozni.

Ha mind a négy tag azonos elGjelt, az 0sszeg (valamelyik iranyban) 8-cal valtozik.
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Megoldasok 9. osztaly XXV. NMMV

Ha harom tag azonos el6jeld és a negyedik kiilonb6z6, akkor az dsszeg (valamelyik irany-
ban) 6 — 2 = 4-gyel valtozik.
Ha két-két tag pozitiv, illetve negativ elGjelid, az 6sszeg nem valtozik. (3 pont)
Az egyes szdmok elGjelének megvaltoztatasa tehat az dsszeg 4-es maradékat nem befolya-
solja. Ha minden szam értékét +1-re valtoztatjuk, az Osszeg értéke n lesz. Mivel az Gsszeg
eredetileg 0 volt, azaz 4-gyel oszthato, n is oszthatd 4-gyel. (3 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Az n-tagi Osszeg mindegyik tagja +1 vagy —1. (1 pont)
Az 6sszeg csak gy lehet 0, ha n paros. Megmutatjuk, hogy n nem lehet 4k + 2 alakd.

(2 pont)

Tegyiik fel, hogy n = 4k + 2, és jelolje a tagokat a1 = 1297324, a9 = Tox3Ty25,. . .,

Qgs1 = Taps1T4kioT1T2, Qapro = TarioT1ToT3. A paratlan indexd tagok szorzata és a

péaros indexii tagok szorzata megegyezik (mindkét szorzatban kétszer szerepel az Gsszes x;

szam mindegyike):
109 " ... (gpp1 = A0y * - . . * Q4pi2. (3 pont)

Mivel a tagok Osszege 0, ugyanannyi +1 és —1 van kozottiik, vagyis paratlan szamia. A
paratlan szami —1 koziil tehat a fenti egyenldség egyik oldalan paros, a masikon péaratlan
sok van. Igy nem allhat fenn egyenléség, ellentmondasra jutottunk. Az n szam nem lehet
4k + 2 alaka, tehat 4-gyel oszthato. (3 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

3. megoldas: Az n-tagi Osszeg mindegyik tagja +1 vagy —1. (1 pont)
Az Osszeg csak tgy lehet 0, ha n paros. Ekkor ugyanannyi +1, illetve —1 tagja van.
Megmutatjuk, hogy a —1 tagok szama nem lehet paratlan. (2 pont)

Tegyiik fel, hogy paratlan szamt —1 (és ugyanannyi +1) tag van. A —1 tagok szorzata
ekkor P, = —1, a +1 tagoké nyilvan P, = +1. (2 pont)
Az x; szdmok kozott biztosan van —1 értékd, hiszen kiilonben az Gsszeg 0 helyett

n lenne. Tekintsiink egy ilyen z,-t. Osszesen négy tagban szerepel z;. Nézziik, hogy
ezen négy tag koziil hany szerepel a Py, illetve a P, szorzat tényezéi kozott: A négy tag
megoszlasa lehet 4 +0, 3+ 1, 2+ 2, 1 4+ 3 vagy 0 + 4. A négy tag mindegyik esetben
ugyanolyan elGjeli jarulékot ad a P; és P, szorzatokhoz. A két szorzat elGjele tehat nem
lehet kiilonbo6z6, ellentmondasra jutottunk. Az n szam ezért 4-gyel oszthaté. (4 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont
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XXV. NMMV 10. osztaly Megoldasok

IT1.2. 10. osztaly

10/1. feladat Egy didk megirt mar néhany dolgozatot, és az utolsd megirasa el6tt
szamolgat: Ha az utolso6t 97 pontosra irom, akkor az atlagom 90 pont lesz, ha csak 73
pontra sikeriil, akkor 87 pont lesz az dtlagom. Hany dolgozatot irt eddig a didk, és mennyi
volt az atlagpontszama?

Katz Sdndor (Bonyhdd)

1. megoldas: Ha a didk eddig x dolgozatot irt, és az atlaga y pont, akkor xy pontja

van. (1 pont)
Ha az utols6 dolgozatot 97 pontra irja, akkor az atlaga
97
WO _ g,
r+1
ha 73 pontra, akkor
xy + 73
= &7. 2 t
po] 87 (2 pont)

Az egyenleteket rendezve:

xy + 97 = 90x + 90
xy + 73 = 87x + 87. (1 pont)

A két egyenletet kivonjuk egyméasbol:

24 =3x+3
r=T. (2 pont)
gy 2y = 902 — 7 = 623, y = 623/7 = 89. Tehat a disk eddig 7 dolgozatot irt és az atlaga
89 pont volt. (2 pont)
Ellenérzés: A dolgozatok atlaga (623 + 97)/8 = 90 és (623 + 73)/8 = 87 lehet az utolso
dolgozat megirasa utan, tehat a megoldas megfelel a feltételeknek. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Ha az utolsé dolgozaton 97 pont helyett 73 pontot szerez a didk, akkor

az Osszpontszama 24-gyel lesz kevesebb. (3 pont)
Az atlag igy 90-r6l 87-re cstkken, azaz 3 ponttal lesz kisebb. Ez csak ugy lehetséges, ha
az atlagot 8 dolgozatra szamoljuk. (3 pont)
Tehét eddig 7 dolgozatot irt a didk. (1 pont)
Az utols6 dolgozat frasa el6tt 90 - 8 — 97 = 623 volt az Osszpontszama, az atlaga pedig
623/7 = 89 pont. (1 pont)
Ellenérzés: Ha a 623 ponthoz a 8. dolgozattal 73 pontot szerez a didk, akkor val6ban
(623 + 73)/8 = 87 pont lesz az atlaga. (1 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont
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10/2. feladat Hanyféleképpen lehet sorrendbe allitani a RENDETLENUL sz6 betdit
gy, hogy ne alljon két E betii egymas mellett? (Minden betiit pontosan egyszer haszné-
lunk fel.)

Balint Béla (Zsolna)

1. megoldas: ElGszor rendezziik el az E-t6l kiillonboz6 betiiket, nyolc bettit, koztiik
két-két azonosat: RD T UN N L L. (2 pont)

A 8 betiit 8! féle modon rendezhetjiik sorba, de a két N betiit és a két L betiit egymés
!

kozott feleserélve nem kapunk 1j esetet (ismétléses permutacio), ezért 7.5 lehetGségiink

van ezeknek a betiiknek a sorba rendezéséhez. (3 pont)

Az E bettiket az igy kialakult ,sz0” elé, utdna vagy a betiik kozé, tehat 9 helyre tehetjiik
9
le. 9 helybdl kell kivalasztanunk 3-at gy, hogy a sorrend nem szamit. Ez (3) lehetGség.

(3 pont)

.8 /9
Ezért 1 3= 10 080 - 84 = 846 720 esetet, kapunk. (1 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: A végeredményt elfogadjuk Z 3 alakban, a maximalis pontszamot a

tanul6 akkor is megkapja, ha nem szamolja ki ennek az értékét.

2. megoldas: A RENDETLENUL sz6 11 betiibsl all, ezek kozott van harom E beti,
két N bett és két L betti. A 11 bettit 11! féle médon rendezhetjiik sorba, a harom E betiit,
a két N betiit és a két L bet(it egyméas kozott felcserélve nem kapunk 1j esetet (ismétléses

31-2.2

lehetGségiink van ezeknek a betiiknek a sorba rendezéséhez.
(2 pont)
Ezek kozott azok az esetek, amelyekben egymas mellett szerepelnek E betiik, szamunk-

ra rosszak, amelyeket le fogunk vonni. Ha két E beti szerepel egymas mellett, akkor

tekintsiik ezeket egy karakternek, a harmadik E betiit pedig egy szimpla jelnek. (2 pont)

10!
Most 10 karaktert rendeziink sorba, koztiik kett6-ketts azonos. Ilyen eset 2.5 van.

permutacio), ezért

(1 pont)

Ha harom E betii szomszédos, akkor el6bb az ilyen eseteket kétszer szamoltuk, tehat ezek

szamat majd vissza kell adnunk. (1 pont)
9!

Legyen most EEE egyetlen jel, ilyen eset 5.5 val. (2 pont)

11! 10! 9!
3!‘2.2—2.2%-2.2 = 846 720.
(1 pont)

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

A feladat feltételeinek megfelelg sorbarendezések szama
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XXV. NMMV 10. osztaly Megoldasok

11! 10! 9!
— + alakban, a maximaélis
i ) 3-2.2 2.2 2.2
pontszamot a tanuld akkor is megkapja, ha nem szamolja ki ennek az értékét.

Megjeqyzés: A végeredményt elfogadjuk

10/3. feladat Adott a sikban két egymasra meréleges egyenes, f és g, valamint a g
egyenesen két pont, A és B, amelyek egyméastol is és a két egyenes metszéspontjatol
is kiilénboznek. Az f egyenes egy tetsz6leges P pontjat az adott pontokkal &sszekdtd
egyenesekre merélegeseket allitunk az A és B pontokban. Hatarozza meg a merélegesek
metszéspontjainak a halmazat, ha P végigfut az f egyenesen.

Kdntor Sandorné (Debrecen)

1. megoldas: Jeloljiik O-val f és g metszéspontjat. A feladat szerinti M metszéspont
minden olyan esetben elall, amikor P # O, hiszen ilyenkor PA és PB nem parhuzamos,
és igy a rajuk allitott merdlegesek sem azok. (1 pont)

f

Legyen T az M pont meréleges vetiilete a g egyenesen. Ekkor az AT M, BTM, PAM,
PBM, POA és POB derékszogi haromszogekre a Pitagorasz-tételt folirva

AT? — BT? = (AM?* — TM?*) — (BM?* — TM?) = AM?* - BM?* =
= (PM? — PA?) — (PM? — PB?) = PB? — PA* =
= (PO*> 4+ OB?) — (PO* + OA®) = OB* — OA?
adodik, ami nem fiigg P valasztasatol. (2 pont)
Azt allitjuk, hogy a T talppontot az AT? — BT? mennyiség egyértelmiien meghatarozza.

Val6ban, ha a g egyenes mentén az O, A, B és T pontot rendre a 0, a, b és = koordinata
adja meg, akkor

b’ —a®* =0B* - 0A* = AT?> - BT? = (z — a)* — (v = b)* = 2(b — a)x + a* — b?,
ahonnan a # b miatt x egyértelmiien kifejezhets:

20° — 2a*
= - = . 2
x 20— a) a+b (2 pont)

Az 6sszes M metszéspont ezért a g egyenesre ugyanabban a T pontban allitott 2 merdéleges
egyenesre illeszkedik. (1 pont)
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Ez a T pont az x = a + b Osszefiiggés miatt az O pontnak az AB szakasz felezGpontjara
vonatkozo tiikorképe. (1 pont)
A h egyenesen tetszélegesen kiszemelt M = T pontbdl kiindulva a feladat konstrukcidjat
P és M szerepcseréjével végrehajtva visszakapjuk P-t. Ezért magéat a T pontot kivéve a
h egyenes minden pontja hozzatartozik a keresett halmazhoz. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Hasznaljuk az 1. megoldas jeloléseit. Ha P # O, akkor az M pont

elGall, (1 pont)
valamint az A, B pontok a PM &tmérgjd korre illeszkednek, hiszen a PM szakasz A-bol
is és B-bdl is derékszog alatt latszik. (2 pont)
Az AB szakasz ennek a kornek hurja, tehat az azt merélegesen felez6 j egyenes athalad a
kor kozéppontjan, vagyis PM felez6pontjan. (2 pont)
Ezért M rajta van az [ egyenes j-re vonatkozo tikorképén, a h egyenesen. (1 pont)

Az M pont biztosan kiilonbozik g és h metszéspontjatol, azaz a T ponttdl, hiszen a g
egyenesnek a korrel csak két kozos pontja (A és B) lehet. (1 pont)
Megforditva, ha a h egyenesen kiszemelt M pont kiilonbozik T-t61, akkor tekintsiik az A,
B és M (nem kollinearis) pontokon athaladé kort, és annak az M-mel atellenes P pontjat.
Ez a P egyrészt illeszkedik f-re, mésrészt P-bdl kiindulva a feladat konstrukcidjaval M-et
szarmaztatja. Ezért a T pont kivételével h minden pontja elgall M-ként. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

10/4. feladat Legyen az AB atmérgji ki kor egy A-t0l és B-t6l kiilonboz6 pontja C.
Bocséassunk merélegest a C' pontbol AB-re, a mer6leges talppontja 7. A C' kézéppont,
CT sugaru ko kor a k; kort a D és E pontokban metszi. A DFE és C'T szakaszok metszés-
pontja M, a CA és DE, valamint a C'B és DFE szakaszok metszéspontjai rendre X és Y.
Bizonyitsa be, hogy M X = MY

Biré Balint (Eger)

Megoldas: Hasznaljuk az abra jel6léseit.

ko C

k1 » M
E
Y
A O

T B

Az AB szakasz O felezGpontja a ky kor kozéppontja. A C'O szakasz a két kor kozéppontjat
koti Ossze, ezért merdleges a kozos DE hurra. (2 pont)

18



XXV. NMMV 10. osztaly Megoldasok

Thalész tétele miatt az ABC haromszog C-nél derékszogi. (1 pont)
Az XY C szog és az OCA sz0g mer6leges szart hegyesszogek, ezért XY C<x = OCA<.
Ugyanigy Y XC< = OCB«<. (1 pont)
A C'AO haromszog egyenls szari, ezért OC A<t = CAO<. Ugyanigy OCB< = OBC<.

(1 pont)
A CAB sz6g és a BCT szdg mer6leges szari hegyesszogek, ezért CAB< = BCT<.
Ugyanigy ABC< = TCA«. (1 pont)
Az egyenlGségeket Osszevetve MY Cqx = MCY < és M XC<1 = MCX < kovetkezik,

(1 pont)
ami azt jelenti, hogy a CX M és a C'Y M haromszdgek egyenls szartak. A szarak egyen-
16sége folytan M X = MC = MY (2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

10/5. feladat Bizonyitsa be, hogy n + 1 darab kiilonb6z6, 2n-nél kisebb pozitiv egész
szam koziil kivalaszthatd harom kiilonb6z6 gy, hogy ezek koziil ketts 6sszege megegyezzen
a harmadikkal.

Bencze Mihdly (Bukarest)

Megoldas: Legyen az adott n+ 1 szam: ay < as < ... < a,y1. Képezzik az ay — aq,
az — ai, ..., 0,11 — a1 szamokat, amelyek kiilonbo6z6ek, pozitivak és kisebbek, mint 2n.
(3 pont)

Tekintsiik a kdvetkezs 2n darab, 2n-nél kisebb pozitiv egész szamot:

g, a3, ...,0p41,02 — 1,43 — A1, ...,0p41 — A1. (2 POHt)
A skatulyaelv szerint ezek koziil kettd megegyezik. (1 pont)
A feltételekbdl kovetkezik, hogy az egyik szam az ao,as, ..., a,+1 szamok koziil valo, a
masik pedig az ay — ay,a3 — aq, ..., a, 11 — a; szdmok koziil. (1 pont)

Legyenek ezek ay és a,, — a;. Ekkor a, = a,, — a1, azaz teljesiil, hogy
ag + a; = ap,. (2 pont)
Ezzel a feladat allitasat belattuk.

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont
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10/6. feladat Képezziik az {1,2,3,...,2016} halmaz minden nemiires részhalmazat. Az
egy részhalmazban 16v6 szdmokat szorozzuk Ossze és vegyiik a szorzat reciprokat, majd
ezeket adjuk Ossze. (Ha a halmaz egyelemt, akkor egytényezGs szorzatnak tekintjiik és

ennek vessziik a reciprokat.) Mekkora az igy kapott Osszeg?
Kdntor Sdndor (Debrecen)

1. megoldas: Jeloljiik A,-nel az {1,2,... n} halmaz esetében az igy elkészitett Ossze-
get.
1 1 1
Ay=1, Ag=-d -4 -— =9
1 ) 2 1 + 92 + 1.9 )
1 1 1 1 1 1 1
Az =+ -+ -+ + + + 3. (2 pont)

1 273712713723 1.2.3

Az a sejtésiink, hogy minden n > 0 természetes szam esetén A, = n, igy Asgie = 2016.

Teljes indukcidval bizonyitjuk allitasunkat. (1 pont)
A sejtés n = 1-re igaz. Feltételezziik, hogy n = k-ra is teljesiil:
A’“:%+%+%+"'+—1.2.1...-k:k' (1 pont)
Bizonyitjuk az allitast n = k + 1-re:
Ak+1:Ak+L+Ak- L i (3 pont)
k+1 k+1
Felhasznéljuk az indukcios feltételt:
Ak+1=k+k—i1+k-%ﬁzk+:—ﬂzk+l. (2 pont)
Ezzel sejtésiinket belattuk. Tehat a keresett Osszeg valoban 2016.
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Jeloljiik A,-nel az {1,2,...,n} halmaz esetében az igy elkészitett Gssze-
get. Ez az Gsszeg egy tObbtényezfs szorzat zardjelfelbontas utani alakjara emlékeztet.
(2 pont)

Valéban, ha az alabbi szorzatban minden tagot minden taggal szorozva felbontjuk a za-
rojeleket, akkor az A,-nél 1-gyel nagyobb szamot kapunk:

An+1:(1+1)(1+%)(1+%>-...-(1+%>. (3 pont)

A zarojeleken beliil k6z6s nevezére hozva:

tehat A, = n. (3 pont)
A feladat kérdésére Asgig a valasz, amelynek az értéke a fentiek alapjan 2016. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont
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IT1.3. 11. osztaly

11/1. feladat Egy haromszog harom oldalanak mérdszama, a, b, c ebben a sorrendben
egy mértani sorozat harom egyméast kovets tagja. Bizonyitsa be, hogy a? + ¢? < 3ac.
Minda Mihdly (Vic)

1. megoldas: A haromszog-egyenltlenség szerint a+b > césb+c > a,igy b > c—a
és b > a — ¢, ami azt jelenti, hogy |a — ¢| < b. (2 pont)

Mivel a, b és c egy pozitiv tagli mértani sorozat harom egymast kdvetd tagja, ezért

b =+/ac. (2 pont)

[gy most |a — c| < \/ac. (2 pont)

Innen négyzetre emelés (mindkét oldal nemnegativ), majd atrendezés utan a kivant

a’ + ¢* < 3ac egyenlStlenség adodik. (3 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Mivel a hdromszog-egyenlStlenséget szokas gy is kimondani, hogy a ha-
romsz0g barmely oldala nagyobb, mint a méasik két oldal kiilénbsége, ezért a b > ¢ — a és
b > a — c Osszefiiggések erre vald hivatkozéssal is elfogadhatok.

Ha a mértani sorozat hanyadosa ¢, akkor b = aq, ¢ = aq¢?® és a megoldas kénnyen atfogal-
mazhato ezekkel a jelolésekkel, a megfelels pontszamok ekkor is jarnak.

2. megoldas: Ha [ jeloli az a és ¢ oldalak altal bezart szoget, akkor a koszinusztétel

alapjan a? + ¢ — 2accos 8 = b2 (2 pont)
Mivel a, b és c egy pozitiv tagii mértani sorozat harom egymast kdvetd tagja, ezért

b=/ac. (2 pont)

Igy most a? + ¢® = ac(1 + 2 cos 3). (3 pont)

Mivel cos 3 < 1, ezért a? + ¢* < 3ac. (2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

11/2. feladat Egy interneten lebonyolitott bajnoksidgon minden résztvevd minden méasik
résztvevével pontosan kétszer jatszott. Egy mérkézésen a gyGztes 2, a vesztes 0 pontot
kapott, dontetlen esetén mindkét jatékosnak 1-1 pont jart. Az eredménylista Osszeéllitoi
meglepve tapasztaltik, hogy az utolsé helyezett kivételével minden versenyz6 pontszama
ugy adodik, hogy a kozvetleniill moégdtte végz6 pontszaméhoz mindig ugyanazt a paros
szamot hozzdadjuk. A gyGztes 2016 pontot szerzett. Hanyan vettek részt a versenyen?
Tdéth Sandor (Kisvdrda)

Megoldas: Legyen a résztvevsk szama n, ekkor dsszesen n(n — 1) mérkézést jatszot-
tak, és igy az Osszpontszam 2n(n — 1). (1 pont)
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Ha az utols6é helyezett b pontot ért el, és minden versenyz& d ponttal tobbet kapott,
mint a mogoétte végzs, akkor az Osszpontszam ennek a szdmtani sorozatnak az Osszege:

(2b+ (n—1)d)n.

5 (1 pont)

Az Gsszpontszam kétféle felirasat Gsszevetve és rendezve 2b = (n — 1)(4 — d) adodik.
(1 pont)
Innen 4 — d > 0 és d parossadga miatt csak d = 2 és 4 lehetséges. (1 pont)
A gy6ztes pontszama 2016 = b+ (n — 1)d, ahonnan b = 2016 — (n — 1)d. (1 pont)
Ezt a 2b = (n — 1)(4 — d) Gsszefiiggésbe beirva és rendezve 4032 = (n — 1)(d 4+ 4) adédik.
(1 pont)
Ide d = 2-t, illetve 4-et behelyettesitve azt kapjuk, hogy a résztvevék szama n = 673 vagy
n = 505. (1 pont)

Ezek valoban megoldasok, mert mindkét 1étszdm esetén megvaldsulhat a pontszamok
k6zott megadott Gsszefiiggés:

Ha d = 4, n = 505, akkor megfelel, ha mindenki mindkétszer legy6zi a nala kisebb
rajtszamuakat, ekkor a pontszamok: 0,4,8,...,2012,2016. (1 pont)

Ha d = 2, n = 673, akkor megfelel, ha mindenki egyszer megveri a nala kisebb rajtsza-
muakat, a masodik mérkézés pedig mindenhol dontetlen.

Ekkor a pontszamok: 672,674, ...,2014, 2016. (1 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Ha d paratlan is lehet, akkor még d = 1 és d = 3 jon széba. Az elsére n
nem lesz egész szam, a masodikbol n = 577. Erre is teljesitheték a pontszamokra el6irt
kikotések: Mivel 20 = n — 1, igy 2b + 1(= 577) versenyz$ van, akiknek rendre b, b + 3,
b+6, ..., 7b(= 2016) pontot kell elérniiik. Az elsé mérkdézésen mindenki gydzze le a
nala kisebb rajtszamuakat, ekkor a kapott pontszamok: 0,2,4,...,4b. Ezért a masodik
mérkézés soran rendre az alabbi pontszamokat kell megszerezniiik: b, b+1,b6+2,...,3b. Ez
teljesiil, ha az azonos paritasu rajtszamuak dontetlenre jatszanak, a kiilénbo6z6 paritastak
mérkézésén pedig a nagyobb rajtszami gyoz.

11/3. feladat Az ABC derékszogii haromszoghen az A csucsndl levs szog . Az AB
atfogdhoz tartozd magassag az atfogét a D pontban metszi. Az ADC haromszégbe olyan
DEFG négyzetet rajzolunk, amelynek F, F' és G cstcsai rendre DC-re, C'A-ra és AD-re
illeszkednek, a C'DB haromszogbe pedig olyan DHIJ négyzetet, amelynek H, I és J
csucsal DB-re, BC-re és C'D-re esnek. Jeldlje t; és ty a DEFG, illetve a DHIJ négyzet
teriiletét. Bizonyitsa be, hogy

cosa = .
t1 +to

Biré Bdlint (Eger)
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1. megoldas: Hasznaljuk az dbra jeloléseit.

C
F E
J I
131 t
o
A G D H B

A CDB és az ADC részharomszogek hasonlok, és a hasonlosag aranya

CB

VTolm =tga. (2 pont)
Ennél a hasonlosagnal a szoban forgd két négyzet is egymasnak van megfeleltetve,
(1 pont)
ezért teriileteik ardnya a hasonlosag aranyanak négyzetével egyenls:
ty
= =tg°a. (2 pont)
]
Innen a ty/t; ardnyra a
ty sin®a  1—cos’a 1 .
t;  cosla  cosla  cos?a
képletet kapjuk, (2 pont)
amelybdl atrendezéssel a feladat allitasa kozvetleniil kovetkezik. (2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont
2. megoldas: Mivel t; = DF?/2 és ty, = DI?/2, (1 pont)
ezért
ty DF?
= . 2 pont
ti+t, V DF2+ DI (2 pont)
Az FDI haromszdg D-nél derékszogi, igy DF? + DI? = FI?. (1 pont)

A DI/DF arany egyenl6 a CDB és ADC haromszogek hasonlésagi aranyaval, azaz a
CB/CA arannyal. Ezért az F DI haromszog hasonlo az AC'B haromszoghtz. (2 pont)

Emiatt CFI< = a, és igy cosaw = DF/F1I. (1 pont)
Ezekbdl tehat valoban
123 DF? DF

t1 +to FI? FI cosa (2 pont)

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont
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11/4. feladat Az a,, sorozatban a; =1 és a, =n(a;+az+az+...+a,_1), han > 2.
Hatarozza meg asp1¢ értékét.

Nagy Piroska Mdria (Dunakeszi)

Szoldatics Jozsef (Budapest)

1. megoldas: Legyen n > 3. Alkalmazzuk (n — 1)-re és n-re a rekurzios Osszefiiggést:

Ap—1

ang=Mm—=1)(a1+as+ ...+ apn2), gy ar+as+...4+a, 2= (2 pont)

2

Uy n
ap=n(ar+as+ ...+ a2+ a,_1)=n (n _11 + an1> = n-1 (2 pont)

Ezt az atalakitast tovabb hasznalva teleszkopikus szorzatot kapunk:

n?  (n—1)% (n—2)> 32
1 h_3 n_3 g % (3 pont)

Ay =

Az egyszertisitéseket elvégezve, felhasznédlva az ay = 2 értéket a,-et zart alakban tudjuk
kifejezni:

Tehat asp1e = 1008 - 2016!. (2 pOIlt)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Hasznaljuk az S, = a1 + as + ag + ... + a, jelolést. Szamoljunk ki
néhany kezd&értéket:

CL1:17 CL2:2, CL3:9, CL4:48,...

3! 4!
51:1, 52:325, 53:1225, (1p011t)
- (n+ 1)! .. g . -
Az a sejtésiink, hogy S, = . Ezt teljes indukcioval fogjuk belatni. (2 pont)

Az Osszefiiggés n = 1-re igaz. Feltételezziik, hogy n = k-ra is teljesiil:

k+1)!
Sk:a1+a2+a3+...+ak:( 5 ) (1 pont)

Bizonyitjuk az allitast n = k + 1-re.

A sorozat képzési szabélya és az indukcios feltétel alapjan:

k+1)!
Sk+1=a1+a2+...+ak+ak+1=( —|2— ) + 4+ +a+. . +a)=
k+1)! k+1)! k+2)!

Ezzel sejtésiinket belattuk.
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Felhasznalva a most bizonyitott Gsszefliggést:

n-nl

2

Tehat asple = 1008 - 2016!. (2 pOIlt)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

an:n'snflz

11/5. feladat Jeldlje p,, az n-edik primszamot (p; = 2,p2 = 3,...). Bizonyitsa be, hogy
minden n pozitiv egész szam esetén

1 1 1 1
oo+ < —.
DP1P2  P2p3 PnPnt1 3

Bencze Mihdly (Bukarest)

Megoldas: Ha S, jeldli a feladatban szerepls Gsszeget, akkor S; = 1/6 < 1/3, kiilon-

ben pedig
1 2 2

2S5, =4+ —+...+ : (1 pont)
3 paps PrPn+1
Mivel pry1 — pr > 2, ezért (1 pont)
2 2 - n — Pn
— .. F < p2+...+u, (3 pont)
DP2ps PnPn+1 D2ps PnPn+1
ahol a jobb oldalt teleszkopikus Osszegként irhatjuk fel:
— il — Pn 1 1 1 1 1 1 1 1
w+...+uz———+———+...+—— = —— . (3 pont)
P2Ds PnPn+1 P2 P33 DP3 P4 Pn Pn+1 P2 Pntl
Ebbdl kévetkezGen
25, < ! + L2
n 3 Do - 37
ahonnan a bizonyitand6 S,, < 1/3 egyenl6tlenséget nyerjiik. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

11/6. feladat Az ABCD paralelogramma A csicsan athalado kor az AB, AD oldalakat
és az AC atlot rendre az M, N, illetve K pontokban metszi. Bizonyitsa be, hogy

AB-AM + AD - AN = AC - AK.

Roka Sdndor (Nyiregyhdza)
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Megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit.

A M B

A paralelogramma B-nél levé szoge is és az AM KN harnégyszog K-nal levd szoge is
180°-ra egésziti ki az A-nal levs szoget, (1 pont)
ezért ABC<< = MKA<+ AKN<. Felvehetiink tehat az AC' atlon egy olyan X pontot,
hogy a BX szakasz az ABC szoget az ABX< = MKA< és XBC< = AKN< részekre
bontsa fel. (3 pont)
Az AM K héaromszog és az AX B haromszog hasonld, mert az A-nal levs szogiik kozos, és
a K-nal, illetve B-nél lev§ szogiik a konstrukcio folytan egyenld.

Emiatt
AM  AX

AK ~— AB’
Az AN K héromszog és a C'X B hdromszog hasonld, mert az A-ndl, illetve C-nél levd szo6-
giik két valtoszog 1évén egyenld, valamint a K-nal, illetve B-nél levé szogiik a konstrukcio
folytan egyenld.

azaz AB-AM = AK - AX. (2 pont)

Ezért
AN CX .
1k~ op e (CB = AD miatt) AD-AN = AK -CX. (2 pont)
A két egyenlGséget Osszeadva a kivant AB-AM+AD-AN = AK-(AX+CX) = AK-AC
formula adodik. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont
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IT1.4. 12. osztaly

12/1. feladat Az ABC szabalyos haromszog koré irt koron a révidebb AB iven kijeloliink
egy M pontot. Bizonyitsa be, hogy AB? > 3. AM - M B.
Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

1. megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit.

A
M 26
@ r
B C
Fejezziik ki AB%-et az ABM haromszoghdl a koszinusztétellel: (1 pont)

AB? = AM? + MB?* —2-AM - M B - cos u,

ahol p jeloli az AM B szoget. (1 pont)
Mivel az AM BC' négyszog hurnégyszog, és az AC'B szog 60 fokos, ezért p = 120°, és igy
cos = —1/2. (1 pont)
Innen AB* = AM? + MB*+ AM - M B. (1 pont)
A jobb oldalt atalakitjuk:

AB* = AM? + MB*+ AM - MB = (AM — MB)*+3-AM - MB. (3 pont)

Mivel (AM — M B)? > 0, innen a kivant AB? > 3 - AM - M B egyenl6tlenség adodik.
(2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Az utols6d 3+ 2 pontos rész helyettesithets a négyzetes és a mértani kozép

[ AM? + M B2
kozotti + > VAM - M B egyenlGtlenségre torténd hivatkozassal is.

2. megoldas: Hasznaljuk az el6z6 megoldas dbrajat. Legyen a koriilirt kor sugara
r, kdzéppontja O, és fejezziik ki az AM, M B, AB szakaszok hosszat r és a 20 = AOM,
2e = M OB, valamint AOB szogek segitségével. (1 pont)

Az AOB szdg 120 fokos, és igy § 4+ & = 60°. (1 pont)
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Az AOM,MOB és AOB egyenl6 szart haromszogekbdl
AM =2rsind, MB =2rsine, AB =2rsin60° =rv/3. (2 pont)

A bizonyitand6 egyenlétlenség ennek megfelelGen

> sind - sine. (1 pont)

A~ =

3r2>3-4-r2 sind -sine, azaz

Az ismert trigonometrikus Osszefiiggés alapjan

cos(d —e) — cos(0 + ¢€)

5 (2 pont)

sind - sine =

A jobb oldalt tovabb alakitva, majd feliilr6l becsiilve a bizonyitandé egyenlétlenséget
kapjuk:

cos(d — €) — cos 60° < 1-1

06 s 1
sino -sine = = —.
2 -2 4

(2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont
3. megoldas: Hasznéljuk az abra jeldléseit.

X

A/

}/

Hosszabbitsuk meg az M B szakaszt M-en tul M A hosszusaggal, igy az A’ pontot kapjuk.
Mivel az AM B szog 120 fokos, ezért az AM A’ sz6g 60 fokos, tehat AM = A’ M miatt az

AM A’ haromszog szabéalyos, és igy az AA’'B szog is 60 fokos. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy A’ rajta van az AB folé irt (masik) 60°-os latokoriven. (1 pont)
Ez az ACB iv tiikorképe, sugara tehat szintén 7. (1 pont)

Ez utobbi kor kézéppontjat jelolje O, az O'M egyenes (illetve O’ = M esetén, tetszéleges
atmérd) messe ezt a kort az X és Y pontokban. Mivel az M ponton at huzott szel6kon a
szel6darabok szorzata allando, ezért

AM -MB=AM-MB=XM-MY = (r—d)(r+d) =r*—d* <r?
ahol d az O" és M pontok tavolsaga. (3 pont)
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Mivel r? = AB?/3, az el6z6 egyenl6tlenségbdl a kivant 3 - AM - MB < AB? 6sszefiiggés
adodik. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

12/2. feladat Az 6t6s lotton 5 szamot kell megjeldlni az 1,2, ...,90 szamok koziil. Peti
egy olyan szelvénnyel jatszik, amelyen az 5 megjelolt szaimban az 1,2,...,9 szamjegyek
mindegyike pontosan egyszer szerepel, és a 0 szamjegy nem fordul el6. Petinek szo6l a
baratja, hogy az aznapi sorsolason ilyen 5 szamot htztak ki, de magukroél a kihtizott sza-
mokrol nem tud semmit sem mondani. Mi a valoszintisége annak, hogy Petinek legalabb
4 taldlata van?

Remeténé Orvos Viola (Debrecen)

Megoldas: Hatarozzuk meg az ilyen tipust htizasok szamét. Az 6t kihtizott szambol
egy egyjegyl, a tobbi kétjegy. (1 pont)

Ha az egyjegyt szam a 9-es, akkor a kétjegytieket egymés utan leirva egy 8 kiilénb6zs
szamjegybdl allo szamsorozatot kapunk, ez 8!-féle lehet. (1 pont)

Ha az egyjegyi szam nem a 9-es, akkor 8-féle lehet, a 9-es pedig csak a kétjegyiiek egyes
helyiértékénél szerepelhet, vagyis 4 helyen, a maradék 7 szamjegy 7!-féleképpen tehetd le,
ez Osszesen 8 -4 - 7! = 4 - 8! lehetGség. (1 pont)

Mivel a kétjegyd szamok egymas kozotti sorrendje nem szamit, ezért a fent kapott két
szam Osszegét 4l-sal osztani kell. (1 pont)

8l+4-8!" 5.8! ) !
m = (= 8400), tehat = sl
szintisége, hogy Petinek 5 talalata van. (1 pont)

annak a val6-

Innen a lehetséges htuizasok szdma

Ha Peti egyjegyl szama a 9-es, akkor 4 taldlat agy lehetséges, hogy Peti egyik kétjegyti
szama helyett annak  forditottjat” huztak ki (tehat a két szamjegyet felcserélték), ez
négyféleképpen valosulhat meg. (1 pont)

Emiatt ekkor a 4 taldlat 4-szer olyan valdszind, mint a telitaldlat, vagyis a legalabb 4

5-41 1 B

5.8 5678 1680 (1 pont)
Ha Petinél valamelyik kétjegyt szadmban szerepel a 9-es, akkor 4 talalat tgy lehetséges,
hogy Peti valamelyik masik kétjegyt szdma helyett annak ,forditottjat” haztak ki (tehat
a két szamjegyet felcserélték), ez haromféleképpen valosulhat meg. (1 pont)

talalat valoszintsége

Emiatt ekkor a 4 talalat 3-szor olyan valdészint, mint a telitalalat, vagyis a legalabb 4
4 - 4! 1 1

talalat valoszintisé = = . 1 t

alalat valészintisége —op = ————0 = 555 (1 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Ha a feladatot agy értelmezziik, hogy anélkiil kell megmondani a valoszint-
séget, hogy tudnank, hol van Petinél a 9-es, akkor a teljes valdszintiség tétele alapjan az
imént kiszamolt két valosziniiség sulyozott atlagat kell venniink aszerint, hogy a kétféle
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feltétel bekovetkezésének mi a valdszintisége. A levezetés alapjan ez az arény 1 : 4, tehat

Lo o 5.4 4 4.4l 1
a kérdéses valoszintiség — - —— + - —— = ——.
5 5-8 5 5-8 2000

12/3. feladat Igazolja, hogy 1992 - 2012 - 2016 - 2022 - 2042 + 55 Gsszetett szam.
Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

Megoldas: Irjuk at az Gsszeg elsé tagjat képezd Gttényezds szorzatot a kovetkezd
alakba:
(2017 — 25)(2017 — 5)(2017 — 1)(2017 + 5)(2017 + 25). (3 pont)

A beszorzasokat elvégezve minden tag oszthato lesz 2017-tel, kivéve a

(=25) - (=5) - (=1)-5-25 = —5°
tagot. (3 pont
szamot kapunk, ami emiatt sziikségképpen Osszetett. (3 pont

)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

12/4. feladat Igazolja, hogy ha a P polinom minden egyiitthat6ja nemnegativ valos
szdm, akkor x > 0 esetén P(z)P(2) > (P(1))%.
Kekendk Szilvia (Kassa)

Megoldas: Legyen P(z) = a,z" + a, 12" ' + ... + a1z + ag, ahol a; > 0 minden

k-ra. Ekkor
1 n n
P(x)P (—) = Zakaﬁk : Z a—i. (1 pont)
t k=0 = 7
A szorzas elvégzése soran apa,x* ¢ alaki tagok keletkeznek, ahol k,/ =0,...,n. Hak = ¢,

akkor ebbdl ai adodik, kiilonben pedig a k, £ indexek cseréjével parba allithatunk tagokat.

Igy
1 a - 1
P(:E)P (E) - ];:0 az =+ E apay ($k ¢ + W) . (3 pOIlt)

0<t<k<n

A szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlGtlenség alapjan pozitiv z-ekre

_ 1 1
m“+W22 et — =2 (2 pont)

Ebbdl az egyiithatok nemnegativitasanak felhasznélasaval kapjuk, hogy = > 0 esetén
1 n n 2
P - > 2. = = 2,
(z)P (x> >3 a2 ) way (Z ak> (P(1)) (3 pont)
k=0 0<t<k<n k=0
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(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

Megjeqyzés: A szamtani és mértani kozepek egyenl6tlenségére vald hivatkozés helyet-
tesithetG azzal, hogy egy pozitiv szam és reciprokanak 0sszege legalabb 2.

12/5. feladat Egy konvex négyszog oldalainak és atloinak hossza racionalis szam. Mu-
tassa meg, hogy az atlokat a metszéspontjuk racionalis hossztisdgu szakaszokra osztja.
Téth Sdndor (Kisvdrda)

Megoldas: Az abra jeloléseit hasznéljuk: az ABC'D négyszogben az atlok metszés-
pontja M, az ABM, CBM, CBA és AM B szbgek rendre 31, (o, [, illetve €. Az AM
szakaszrol latjuk be, hogy a hossza racionalis szam, a tobbi ugyanigy igazolhato.

C
D

<

170
A

Mivel AC' = AM + MC hossza racionélis, elég az AM/MC' aranyrol megmutatni, hogy
racionalis. (1 pont)
Az ABM és C'BM haromszdgekre felirjuk a szinusztételt:

AM  sin 5 MC sin [y 2 )

ot = ) on
AB ~ sine’  BC  sm(180° —¢) P

A két egyenldséget elosztva, rendezve, és felhasznalva, hogy sine = sin(180° — ¢), kapjuk,

hogy
AM  AB sinf;

= . . 1 t
MC ~ BC sinp, (1 pont)
AB si
Mivel — raciondlis, ezért elég igazolni, hogy ?n L racionalis. (1 pont)
BC sin 3y
Az ABC, ABD és BCD racionélis oldala haromszogekre felirva a koszinusztételt kapjuk,
hogy cos 3, cos 1 és cos (35 is racionélis. (1 pont)
Felhasznalva, hogy cos 8 = cos(f1 + B2) = cos f; cos B2 — sin f sin f,, innen adédik, hogy
sin 31 sin 35 is racionalis. (1 pont)
Tovabba sin® 8, = 1 — cos? 3, is racionélis. (1 pont)
sin sin (31 sin
Ezért — b _ ,512 b is raciondlis, és ezt kellett bizonyitani. (1 pont)
sin (3, sin® (3,
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont
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12/6. feladat Oldja meg az 23 + 2 = 5v/bx — 2 egyenletet a valos szamok halmazan.
Biré Béla (Sepsiszentgyirgy)

1. megoldas: Vezessiik be az y = /b — 2 segédismeretlent. Ekkor egyrészt 3+ 2 =
= 5z, mésrészt pedig a feladatban szerepls egyenlet az x3 + 2 = 5y alakot 6lti, vagyis az
alabbi egyenletrendszerhez jutunk:

(3 pont)

z3 4+ 2 = by,
y? +2 =5z

Az iménti két egyenletet egymasbol kivonva z — y* = 5(y — z) adodik, amit az 23 — 3> =
= (z — y)(2* + 2y + y?) nevezetes azonossag segitségével alakithatunk tovabb:

(z —y)(@® + 2y +y* +5) = 0. (1 pont)
Itt a szorzat masodik tényezGje nem lehet 0, hiszen

2 2 1’ 3 9
T Hry+y +5= x+§y -I—Zy +5 >0,

ezért sziikségképpen x = y. (1 pont)
Az eredeti egyenletnek tehat csak olyan x megoldasai lehetnek, amelyekre x = /bx — 2,

azaz ¥° — 5x + 2 = 0, és mivel ebben az esetben 22 + 2 = 5z = 5/z — 2, ezért pontosan
az ilyen tulajdonsagu z-ek a megoldasai. (Ezt a pontot akkor is megkapja a versenyzd,

ha a megoldas végén ellenériz. ) (1 pont)
Az 2% — 5z + 2 = 0 egyenletnek az x = 2 gydke. (1 pont)

Ennek ismeretében
0=12°-52+2= (v —2)(z>+22 - 1),
ahonnan harom valos gyokot kapunk: 2, —1 4+ /2 és —1 — /2. (2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Az x3 —y> = 5(y — x) egyenletet atrendezhetjiik 2 + 5x = y® + 5y alakba
is, és ekkor a g(z) = x® + bz fiiggvény bevezetésével arrol van szo, hogy g(x) = g(y).
Mivel g két szigorian monoton névé fiiggvény Osszege, ezért maga is szigortian monoton
néves (ezt abbol is lathatjuk, hogy ¢'(z) = 322 + 5 > 0), igy sziikségképpen x = y.
bizottsig szandéka szerint az x> + 2 = 5¢/5x — 2 egyenlet megoldasa lett volna a cél, a
kotetben leirt megoldasok is erre vonatkoznak. Sajnos, az igy hibasan kitizott feladat
gyokeinek a megkeresésére nem is tudunk egzakt modszert. Ezt figyelembe véve a javitas
az aldbbi pontozast kovette: Az egyenlet két oldalan szerepld fiiggvények helyes grafikonja:
2-2 pont; ennek alapjan csak egy gyok van: 2 pont; ez —3 és —2 kozé esik: 3 pont
(+1 pont)—10 pont. Mésik lehetség: Az y = /z — 2 segédismeretlen bevezetésével az
f(z) =23+ 2 és f! fiiggvények kapcsolatanak felirdsa: 3 pont; csak egy gyok létezik 3
pont; ez —3 és —2 kozé esik: 3 pont (+1 pont)=10 pont.

2. megoldas: Vezessiik be az f: R — R, f(z) = (23+2)/5 fiiggvényt. Az 2? fiiggvény
szigoriian monoton névekeds, ezért f is az, tehat injektiv. Az y = (2 + 2)/5 egyenletbdl

z-et kifejezve nyerjiik, hogy f~!(y) = /5y — 2. (3 pont)
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Ebbdl kivetkezSen a feladat egyenlete f(x) = f~'(z) alakba irhato, ami egyenértékii
azzal, hogy f(f(x)) = «. (1 pont)

Ennek pontosan azon z( szamok a megoldasai, amelyekre f(xg) = zo. Ha ugyanis f(zo) <
< xo lenne, akkor f szigori monoton névekedése folytan f(f(xo)) = xo < f(z0), ami
ellentmondés. Hasonloan nem lehetséges f(xg) > xo sem.

Az eredeti egyenletnek tehat pontosan olyan z megoldasai lehetnek, amelyekre (2342)/5 =

=z. (2 pont)
Innen az el6z6 részhez hasonléan fejezhetjiik be a megoldast. (3 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjeqyzés. Lényeges, hogy f szigorian monoton ndvekedd, mert csokkend esetben
altaldban nem igaz, hogy az f(x) = f~'(z) egyenletnek csak olyan megoldasai lennének,
amelyekre f(z) = z.
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